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К РАСЧЕТУ НИЗКОЧАСТОТНЫХ КОЛЕБАНИЙ 
И ВИБРОРАЗОГРЕВА ПОЛУБЕСКОНЕЧНОГО 

ВЯЗКОУПРУГОГО ЦИЛИНДРА МКЭ

Для исследования статического напряженно-деформированного со
стояния бесконечных тел методом конечных элементов (МКЭ) сущест
вует несколько подходов. В простейшем из них [3, 7] бесконечная об
ласть заменяется конечной, на достаточно удаленной границе которой 
ставятся соответствующие (обычно нулевые) граничные условия. В ря
де случаев размер редуцированной области оказывается значительным,, 
что приводит к необходимости решения систем алгебраических уравне
ний высокого порядка. В работе [1] используются так называемые бес- 
конечные элементы, для которых сохраняются стандартные функции 
формы, но для координат вводятся специальные функции формы. При 
этом повышаются точность и скорость вычислений. В соответствии с 
третьим подходом [8] на удаленной границе задаются перемещения,, 
отвечающие точному решению вспомогательной задачи, имеющей в 
дальнем поле ту же асимптотику, что и исходная задача. Для этих це
лей применим, например, решения Буссинеска, Черутти [6] для полу
пространства и т. п.

Использование аналогичных приемов при анализе распространения 
гармонических волн осложняется необходимостью выполнения на даль
ней границе условий излучения или минимального отражения, обеспе
чивающих отсутствие ложных резонансов. Очевидно, первый из исполь
зуемых в статике приемов ограничен средами с существенным затуха
нием. Для преодоления возникающих трудностей используется два ос
новных подхода. Сущность первого из них состоит в постановке на уда
ленной границе так называемых условий «излучения (поглощения)» 
[5, 11].

Второй подход основан на прямом использовании в качестве ап
проксимирующих функций в бесконечном элементе волновой асимпто

тики [ 10]. В тех случаях, когда она известна, второй подход является, 
по-видимому, наиболее эффективным. К этому классу задач относятся 
задачи для полупространства, а также тел цилиндрической и призма
тической конфигурации. Для этих тел дальнее волновое поле определя
ется суперпозицией в первом случае волн Рэлея, сдвига и сжатия, а во
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втором случае — распространяющихся мод, дисперсия которых хорошо 
изучена [2].

В настоящем сообщении данный подход в сочетании с конечно
элементной техникой, описанной в работе [4], использован для расче
та низкочастотных колебаний и виброразогрева полубесконечного ци
линдра.

Рассмотрим полубесконечный изотропный линейно-вязкоупругий 
цилиндр r^ .R 0t z > 0, подверженный на торце гармоническому возбуж
дению (рис. 1).

Осесимметричные колебания тела описываются системой урав
нений

div о +  рсо2« =  0; о =  ( к — % G ) / t r e  +  2Ge; (1)

/X/

8 = 2

/V /V

(grad гГ+ (grad ы)7).

/V /V

Здесь и, cr, е — комплексные амплитуды вектора перемещений, тензо-
/V /V /V

ров напряжений и деформации; (•) =  (•)' +  /(•)"; G, К — сдвиговой и 
объемный комплексный модули, р — плотность, а»— частота колебаний, 
/  — единичный тензор, (-)г — операция транспонирования.

Одномерный аналог соотношений (1), отвечающий стержневой моде 
колебаний в цилиндре, дается уравнением

Еиг,гг +  рЮ2м2 = 0  (0 <  2 <  оо), (2)

где Е  — модуль Юнга, Е  =  9KG/(3K +  G), (-),2 == d(-)/dz.
/X/

Если в сечении г — гх известно перемещение uz =  uzh 
уравнения (2) имеет вид

~  ~  _ *V(2—г .
uz =  uzle 1 у =  (рсо2/£ )1/2

то решение

(3)
Разобьем полубесконечный цилиндр на две области 0< lz < .z i  и 

z i < z < i оо. Первую из них покроем сеткой конечных элементов с при
нятой в [4] квадратичной аппроксимацией компонент перемещений. 
В бесконечном элементе (БЭ) закон изменения осевых перемещений 
примем в виде (3). Интеграл для этого элемента в функционале Лаг
ранжа [4] запишется так

Я0 л̂ /v />̂
Эх =  я  ̂  ̂ (£ «2,z — рю2«г) fdrdz. (4)

6 2/

После подстановки (3) в (4), дифференцирования по ыг/, вычисле
ния интеграла по z и перехода к безразмерной координате rj с помо
щью функций формы

^  =  ^ з = 1  — И2»
получаем

4  ~ ^Г ~  =  (1?£ —  P©2/t‘v) [  r  I J I dr\, (5)«ГГ Jduzl - 1

где /  — якобиан перехода от цилиндрической к локальной системе ко
ординат.

4 ISSN  0032— 8245. Прикл. механика, 1992, 28, № 4



К  расчету низкочастотных колебаний

Таким образом, коэффициенты уравнений для узловых точек, ле
жащих на границе BE  (z = z i ), подправляются с учетом (5). На грани

це BE  автоматически выполняются условия непрерывности для иг и ра

венство <Тгг=0. Получаемая при этом система разрешающих алгебраи
ческих уравнений имеет тот же порядок, что и в случае конечной обла
сти АВЕО.

Проведем сравнительный анализ колебаний цилиндра при следу
ющих, задаваемых на поверхности BE, стандартных граничных условиях

г к / Г к /

иг =  иг =  0; (6)
нс

 г II о N II р (7)
/V

<*zz =  ®rz ^  0, (8)
условиях излучения [5J

агг +  шрсЕиг =  0, arz =  0 (9)

и описанного выше подхода, использующего бесконечный 
Рассмотрим следующие условия нагружения:

элемент.

иг =  «о, orz =  0 г =  0, 0 <  г <  R0; (10)

Ътт == arz =  0 г =  R0, z >  0-

В качестве материала цилиндра примем полиэтилен со следующими 
характеристиками:

G' =  7,0 • 108 Па, G" =  6,8 • 107 Па, К ' =  3,3 • 10е Па;

К" =  5,6 • 107 Па, р =  950 кг/м3.
(И)

Примем также

ы0 =  44 мкм, /  =  <в/2я =  20 кГц, R0 =  0,475 >10 2 м. (12)

Для этих данных имеем оценки й ~0 ,65 , Q =  ©/?o/(G'/p) I/2 и Яо/ ^ е— 
~0,06, X E=f~1(E '/p )1t2, которые указывают на преимущественно стерж
невой тип движения, отвечающий решению

uz - « 0e- f vs (0 ^  г < . оо). ( 13)

На рис. 2, а, б приведены графики изменения действительной (а) и

мнимой (б) частей амплитуды осевого перемещений иг, иг= и ' z + i W  
Кривые 1 соответствуют стержневому решению (1), кривые 2 и 3 — 
решению МКЭ с использованием условий излучения (9) соответствен
но при z i = 0,11 м и zi—0,13 м. Точки отвечают результатам, получен
ным МКЭ с использованием БЭ. Анализ числовых данных показывает, 
что рассчитанные с использованием БЭ перемещения в трех-четырех 
значащих цифрах совпадают с практически точным решением (13) и 
практически не зависят от выбора параметра zi, тогда как при исполь
зовании условий (9) наблюдаются некоторые расхождения (для мни
мой части заметные) в зависимости от значения zi. Они уменьшаются 
с увеличением Zi.
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Рис. 2.

Рис .  3

Виброразогрев цилиндра описывается краевой задачей теплопро
водности

Здесь | 8гг |2 =  8rs +  £/т, CVf ky cc\t2 — коэффициенты объемной теплоем
кости, теплопроводности и теплообмена; 0О — температура окружающей 
среды.

(14)



К  расчету низкочастотных колебаний

Принимались следующие значения параметров: c »= 2 ,2 5 X
ХЮ 6 Дж /м3°С, & =0,5 Д ж /м -с°С ; a i = 0 ,  02= 8,8 Вт/м 2°С.

Задача (14) также решалась МКЭ с использованием неявной схе
мы по времени. Для оценки влияния типа условий (6) — (9) на уровень 
виброразогрева использовался усредненный температурный пара
метр A0Zc

_  гс

A0*e =  2 j  J (0 — 0О) rdrdzlR20zc,
6 6

причем температура 0 вычисляется в момент £ = 0,01 с при zc=O,03 м.
На рис. 3 показаны графики Д02 в зависимости от размеров ко

нечной области и заданных при z = z t граничных условий. Кривые 1 и 
2 , которые совпали в принятом масштабе, отвечают весьма близким 
для стержневых движений условиям (6) и (7). Кривые 3 соответствуют 
условию свободной границы (8), а кривые 4 , 5 — условиям (9) и бес
конечному элементу. Штриховыми линиями показаны резонансные при 
/ = 2 0  кГц длины стержня — lfC=  (2п— l ) c E/4f — в случае защемленно
го и свободного краев (помечены буквой s) и 1сс= псе/ 2 f — в случае 
обоих защемленных краев (помечены буквой q), Се =  ( f '/ p ) 1/2, п =  1, 2,...

Приведенные данные указывают на ярко выраженный резонансный 
характер зависимости уровня разогрева от размера zt в случае стан
дартных условий (6) — (8), несколько сглаженную зависимость для ус
ловий (9) и практически не зависящее от Zi решение, использующее БЭ.

Р Е З Ю М Е .  Розглянуто низькочастотys коливання i Biбpopoзiгpiв напівнескінченного
 в’язкопружного циліндра, який збуджуеться на торці. При реалізації задачі 

методом кінцевих елементів область розбивається на скінченну, для якої використо- 
вується звичайна процедура побудови розв’язку i нескінченну, для побудови розв’яз- 
к у в якій використовується стержньова хвильова мода.

S U M M A R Y .  Low-frequency oscillations and vibroheating of semiinfinite visco
elastic cylinder excited at the end are considered. When realizing the problem by the 
method of finite elements the region is divided into finite for which an ordinary proce
dure for construction of the solution is used and into infinite for which a rod wave 
mode is used to construct solution.
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