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Теоретичні питання. 

 

I. Лінійна алгебра. 

1. Матриці. Основні поняття. Види матриць. 

2. Лінійні операції з матрицями. 

3. Транспонування матриць. 

4. Множення матриць. 

5. Визначники. Основні поняття. Властивості визначників. 

6. Обернена матриця. 

7. Ранг матриці. 

8. Системи лінійних рівнянь. Основні поняття. 

9. Матричний метод рішення систем. 

10. Метод Крамера. 

11. Метод Гауса. 

12. Рішення довільних систем. Теорема Кронекера – Капеллі. 

 

II. Границі. 

1. Границя функції. 

2. Нескінченно малі величини, нескінченно великі величини та їх властивості. 

3. Перша чудова границя. 

4. Друга чудова границя. 

5. Неперервні функції. 

6. Порівняння нескінченно малих величин. 

 

III. Похідна функції. 

1. Визначення похідної функції. 

2. Геометричний та фізичний зміст похідної. 

3. Правила диференціювання. 
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4. Таблиця похідних. 

5. Похідна складної функції. 

6. Повторне диференціювання. 

7. Диференціал функції. 

8. Використання диференціала до наближених обчислень. 

9. Правило Лопіталя. 

13. Умови монотонності функції. 

14. Екстремуми функцій. 

15. Найменше та найбільше значення функції. 

16. Опуклість, вгнутість, точки перегину. 

17. Асимптоти. 

18. Повне дослідження функції. 

 

IV. Невизначений інтеграл. 

1. Основні поняття. 

2. Властивості невизначеного інтеграла. 

3. Таблиці інтегралів. 

4. Інтегрування по частинам. 

5. Заміна змінної. 

6. Інтегрування виразів, які містять квадратний тричлен у знаменнику. 

 

V. Визначений інтеграл. 

1. Поняття визначеного інтеграла, його геометричний зміст. 

2. Формула Ньютона – Лейбніца. 

3. Інтегрування  частинами. 

4. Заміна змінної у визначеному інтегралі. 

5. Невласні інтеграли. 

6. Геометричне застосування визначених інтегралів. 
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VI. Функції декількох змінних. 

1. Основні означення. 

2. Частинні похідні першого і другого порядку. 

3. Диференціал та його застосування у наближених обчисленнях. 

4.Локальні екстремуми функції двох змінних. 

5.Найбільше та найменше значення функції в замкненій області. 

6.Метод найменших квадратів. 

 

       VII. Диференціальні рівняння. 

1. Диференціальні рівняння 1-го порядку. 

2. Рівняння з відокремлюваними змінними. 

3. Однорідні та лінійні рівняння 1-го порядку. 

4. Лінійні однорідні рівняння. 

5. Лінійні однорідні рівняння 2-го порядку із сталими коефіцієнтами. 

6. Неоднорідні лінійні диференціальні рівняння 2-го порядку. Рівняння із 

сталими коефіцієнтами. 

 

 

VIII. Теорія ймовірностей. 

1. Основні поняття комбінаторики. 

2. Імовірність. 

3. Геометричні ймовірності.  

4. Незалежні випадкові події. 

5. Умовні ймовірності. 

6. Послідовні незалежні випробування. Схема Бернуллі. 

7. Теореми Лапласа, Пуассона. 

8. Випадкові величини. 

9. Розподіли випадкових величин. 

10. Числові характеристики випадкової величини. 
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12. Нормальний розподіл. 

11.Закон великих чисел. 

13. Функція випадкової величини. 

 

IX. Математична статистика. 

1. Методи статистичного опису результатів спостережень. 

2. Методи виключення грубих похибок експерименту. 

3. Числові характеристики вибіркового розподілу. 

4. Кореляційний і регресивний аналіз. 
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ЗАВДАННЯ ДЛЯ КОНТРОЛЬНИХ РОБІТ 

Лінійна алгебра 

Приклади розв’язання контрольних завдань 

Приклад 1. Обчислити визначник 

3 2 0

4 6 2

5 3 7



  

трьома способами: 

а) за означенням (правило трикутника); 

б) розклавши за елементами рядка або стовпчика; 

в) звівши за допомогою властивостей до трикутного вигляду. 

Розв’язок:  

а) за означенням. Обчислимо визначник використовуючи схему показану 

на рис.1. 

Маємо, 

( ) ( )

3 2 0

4 6 2 3 6 7 2 2 5 4 3 0 5 6 0

5 3 7



                 

( ) ( )3 2 3 4 2 7 126 20 18 56 220             ; 

б) розкладемо визначник за елементами першого рядка. 

Так як, 

det

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

A a a a

a a a

   

( ) ( ) ( )
22 23 21 23 21 221 1 1 2 1 3

11 12 13
32 33 31 33 31 32

a a a a a a
a 1 a 1 a 1

a a a a a a

       

        

           

        

 
Рис. 1. 
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, 

то 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 3

3 2 0
6 2 4 2 4 6

4 6 2 3 1 2 1 0 1
3 7 5 7 5 3

5 3 7

  


 

           

 

( ) ( )3 42 6 2 28 10 3 48 2 38 144 72 220             ; 

в) приводимо визначник до трикутного вигляду застосовуючи властивості 

визначників (в пояснювальних дужках  вказані відповідні перетворення, де 

ip  – позначення i -го рядка): 

2 1 1 2

3 2 0 3 2 0 1 8 2

4 6 2 p p 1 8 2 p p 3 2 0

5 3 7 5 3 7 5 3 7

  

            

2 1 3 1 3 2

1 8 2 1 8 2

p 3 p 0 26 6 p 5 p 0 26 6 p p

5 3 7 0 37 17

 

            



 

3 2 3

1 8 2 1 8 2
1

0 26 6 p 11 0 26 6 p 26 p
11

0 11 11 0 1 1

 

           

 

 

1 2

1 8 2 1 8 2

11 0 0 20 p p 11 0 1 1

0 1 1 0 0 20

 

        

 

 

   11 1 20 220      .  

 

Приклад 2. Знайти: 

( )T3 B A A B 2 E      , 

де 
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4 1 0

A 2 1 3

0 2 6

 
 

 
 
 
 

, 

2 3 1

B 4 5 2

3 6 1

 
 


 
  

, 

1 0 0

E 0 1 0

0 0 1

 
 


 
 
 

 

 

Розв’язок: Обчислення розіб’ємо на окремі дії 

2.1) 

2 3 1 4 1 0

B A 4 5 2 2 1 3

3 6 1 0 2 6

   
   

    
   
      

 

( )

( )

( ) ( )

2 4 3 1 1 0 2 1 3 1 1 2 2 0 3 3 1 6 14 1 15

4 4 5 2 2 0 4 1 5 1 2 2 4 0 5 3 2 6 26 3 27

3 4 6 2 1 0 3 1 6 1 1 2 3 0 6 3 1 6 24 7 12

                  
   

                 
   
                       

; 

2.2) 

14 1 15 42 3 45

3 A B 3 26 3 27 78 9 81

24 7 12 72 21 36

   
   

    
   
       

; 

2.3)  

4 1 0 2 3 1 6 4 1

A B 2 1 3 4 5 2 6 4 5

0 2 6 3 6 1 3 8 5

     
     

    
     
          

; 

2.4) ( )T

6 6 3

A B 4 4 8

1 5 5

 
 

 
 
 
 

; 

2.5) 

1 0 0 2 0 0

2 E 2 0 1 0 0 2 0

0 0 1 0 0 2

   
   

   
   
   
   

; 

2.6) ( )T

42 3 45 6 6 3 36 3 42

3 B A A B 78 9 81 4 4 8 74 5 73

72 21 36 1 5 5 71 26 31

     
     

      
     
           

; 
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2.7)      

( ) .T

36 3 42 2 0 0 38 3 42

3 B A A B 2 E 74 5 73 0 2 0 74 7 73

71 26 31 0 0 2 71 26 31

      
     

        
     
           

 

 

Приклад 3. Розв’язати систему рівнянь: 

3x 2y z 4

x 3y 2z 5

2x y 3z 3

  


  
   

 

двома способами: 

а) за формулами Крамера; 

б) методом Гауса. 

Розв’язок.  

3.1) Формули Крамера. 

Випишемо матрицю системи та матрицю складену з правих частин рівнянь: 

3 2 1

A 1 3 2

2 1 3

 
 

 
 
  

;     

4

B 5

3

 
 


 
 
 

. 

Формули Крамера мають вигляд: 

,   ,   31 2x y z
 

   
  

, 

де det A  , а , ( , )i i 1 3  , визначники матриць отриманих з матриці A  заміною 

в ній відповідного стовпчика матрицею B . 

Знаходимо визначники: 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 2 2 3

3 2 1
2 1 3 1 3 2

1 3 2 1 1 3 1 2 1
1 3 2 3 2 1

2 1 3

  


 

             
 



 

( ) ( ) ( )1 6 1 3 9 2 2 3 4 5 21 2 28             , 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 2 2 3
1

4 2 1
2 1 4 1 4 2

5 3 2 5 1 3 1 2 1
1 3 3 3 3 1

3 1 3

  


 

             
 


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( ) ( ) ( )5 6 1 3 12 3 2 4 6 25 27 4 56             , 

( ) ( ) ( )2 1 2 2 2 3
2

3 4 1
4 1 3 1 3 4

1 5 2 1 1 5 1 2 1
3 3 2 3 2 3

2 3 3

  


 

           
 



 

( ) ( ) ( )12 3 5 9 2 2 9 8 9 35 2 28              , 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 2 2 3
3

3 2 4
2 4 3 4 3 2

1 3 5 1 1 3 1 5 1
1 3 2 3 2 1

2 1 3

               

 

( ) ( ) ( )6 4 3 9 8 5 3 4 2 3 5 0            . 

Отже, 

,   ,   31 256 28 0
x 2 y 1 z 0

28 28 28

  
         
  

. 

Перевірка. 

( )

( )

( ) .

3 2 2 1 0 6 2 4

1 2 3 1 0 2 3 5

2 2 1 1 0 4 1 3

       


       
        

 

Відповідь: , , .x 2 y 1 z 0     

 

3.2) метод Гауса. 

Випишемо розширену матрицю системи і зведемо її до трапецевидного вигляду: 

 

1 2 2 1p p p 3 p

3 2 1 4 1 3 2 5 1 3 2 5

1 3 2 5 3 2 1 4 0 11 7 11

2 1 3 3 2 1 3 3 2 1 3 3

 

       
     

      
     
            
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3
3 1 2 3

1
p

p 2 p p p7

1 3 2 5 1 3 2 5

0 11 7 11 0 11 7 11

0 7 7 7 0 1 1 1


 

    
   

      
   
         

 

3
3 2

1
p

p 11p 4

1 3 2 5 1 3 2 5 1 3 2 5

0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1

0 11 7 11 0 0 4 0 0 0 1 0




       
     

        
     
           

. 

Перепишемо останню систему в розгорнутому вигляді 

.

x 3 y 2z 5

y z 1

z 0

  


 
 

 

З останнього рівняння z 0 . 

Підставляємо z 0  в друге рівняння 

y 0 1     або  y 1  . 

Значення z  i y  підставляємо в перше рівняння 

( )x 3 1 2 0 5        або  x 2 . 

Відповідь: , , .x 2 y 1 z 0     

 

Контрольні завдання 

I. Обчислити визначник трьома способами (правило трикутників; 

розклад в ряд по елементам рядка або стовпця; використовуючи 

властивості): 

 

1.

735

264

023





 2.

143

026

151



  3.

562

108

732 

 

 

4.

312

650

321

  5.

170

219

875





 6.

103

704

123
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7.

010

1085

321

  8.

121

543

265





 9.

1057

420

183





 

 

10.

172

143

598





 11.

027

015

1013



  12.

111

025

543

  

 

13.

010

1023

175

 14.

213

524

132

  15.

543

120

121

 

 

16.

138

215

1010

  17.

117

0210

315



 18.

602

521

432



 

 

19.

231

121

087



 20.

434

232

151



  21.

121

121

345







 

 

22.

705

321

130

  23.

306

215

540

  24.

323

121

735





 

 

25.

165

430

121



 26.

701

232

181

  27.

430

121

032

 

 

28.

206

527

103



  29.

055

543

301

 30.

766

111

203



  
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II. Виконати дії з матрицями: EBABA T 2)(3   

1. .B;A





































163

254

132

620

312

014

  2. .B;A





































130

124

013

105

312

321

 

 

3. .B;A





































121

105

413

615

420

351

                             4. .B;A







































531

432

011

543

121

321

 

 

5. .B;A































 



320

110

321

101

854

123

                                 6. .B;A














 




















170

543

211

010

141

321

 

7. .B;A



































320

110

111

121

432

101

  8. .B;A







































121

543

121

510

542

187

 

 

9. .B;A



































432

310

541

320

650

217

 10. .B;A







































121

043

157

040

653

121

 

 

11. .B;A









































132

213

321

051

342

101

 12. .B;A











































121

706

314

631

022

154

 

 

13. .B;A





































514

132

006

432

111

015

 14. .B;A



































863

121

000

043

001

121

 

 

15. .B;A







































053

127

134

016

125

401

 16. .B;A













































343

121

053

121

043

321
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17. .B;A














 






















116

540

121

0

303

141

020

 18. .B;A













































111

543

021

453

120

111

 

 

19. .B;A













































121

453

212

243

678

312

                 

20. .B;A













































354

013

582

113

342

653

 

 

21. 




















 B;A

101

112

112

.




















321

642

063

 22. .B;A





































231

720

103

730

529

1116

 

 

23. .B;A














 




















173

112

210

121

201

213

 24. .B;A














 




















035

213

123

314

131

232

 

 

25. .B;A



































734

214

502

122

013

376

 26. .B;A









































291

260

133

221

413

432

 

 

27. .B;A













































300

710

412

222

253

101

 28. .B;A



































 



123

215

430

303

121

132

 

 

29. .B;A



































221

114

032

124

021

853

 30. .B;A











































202

111

234

113

202

011

 

 

III. Розв’язати систему рівнянь (метод Крамера, метод Гаусса,): 
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1.














332

523

423

zyx

zyx

zyx

 2.














62

832

73

zyx

zyx

zyx

 3.














12

643

532

zyx

zyx

zyx

 

 

4.














2223

32

42

zyx

zyx

zyx

 5.














5344

923

2

zyx

zyx

zyx

 6.














31284

7434

522

zyx

zyx

zyx

 

 

7.














2116112

2128

0532

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 8.














43

3243

52

zyx

zyx

zyx

 9.














435

143

32

zyx

zyx

xyx

 

 

10.














9533

0324

532

zyx

zyx

zyx

 11.














12

134

2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12.














132

72

2

zyx

zyx

zyx

 

 

13.














11119

732

13

zyx

zyx

zyx

                         14.














523

032

53

zyx

zyx

zyx

                   15.














623

132

732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

16.














325

642

123

zyx

zyx

zyx

 17.














722

113

432

zyx

zyx

zyx

 18.














92

6243

12423

zyx

zyx

zyx

 

 

19.














534

2

4638

zyx

zyx

zyx

 20.














12638

2

934

zyx

zyx

zyx

 21.














3914

2457

33432

zx

yx

zyx

 

 

22.














74

3357

12432

zx

zyx

zyx

 23.














22523

2045

64

zyx

zy

zyx

 24.














102

9243

21423

zyx

zyx

zyx
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25.














132

12432

5523

zyx

zyx

zyx

 26.














623

132

732

zyx

zyx

zyx

 27.














344

42

322

zyx

zyx

zyx

 

 

28.














325

642

123

zyx

zyx

zyx

 29.














722

113

432

zyx

zyx

zyx

 30.














523

32

2

zyx

yx

zyx

 

 

 

 

Границі. Диференціальне числення функції однієї змінної. 

Приклади розв’язання контрольних завдань 

Приклад 4. Знайти границі: 

       4.1) lim

3 2

3 2
x

2x 7x 2

6 x 4x 3x

 

 
;                        4.2) lim

2

2
x 1

3x 4x 1

x 3x 2

 

 
;  

4.3) lim
x 4

2 x

6 x 1 5



 
;             4.4)

cos
lim

cosx 0

1 6 x

1 4x




; 4.5) lim

3x

x

x 5

x

 
 
 

. 

Розв’язок.  

4.1) lim lim lim

3
3 2 3 3

3 2
x x x3

22

7 2 7 2
x 2 2

2x 7x 2 x xx x
4 34 36 x 4x 3x 6x 6
xx xx

  

 
    

    
   

       
 

 

.
2 0 0 2 1

6 0 0 6 3

 
  

 
 

4.2) lim

2

2
x 1

3x 4x 1 3 4 1 0

1 3 2 0x 3x 2

   
 

  
. 

Розкладемо чисельник та знаменник дробу на множники. Для цього спочатку 

знаходимо їх корені: 

23x 4x 1 0   , 
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,1 2

4 16 3 4 4 2
x

6 6

   
    або  ,   ;1 1

1
x 1 x

3
   

2x 3x 2 0   , 

,1 2

3 9 8 3 1
x

2 2

  
    або  ,   1 1x 2 x 1  . 

Отже, 

( )

lim lim lim
( )( )

2

2
x 1 x 1 x 1

1
3 x 1 x

3x 4x 1 3x 1 3 1 23
2

x 2 x 1 x 2 1 2 1x 3x 2  

 
  

    
     

     
; 

4.3) lim
x 4

2 x 2 4 0

06 x 1 5 6 4 1 5

   
   

      
. 

Помножимо чисельник і знаменник на спряжені вирази: 

  
  

lim lim
x 4 x 4

2 x 2 x 6 x 1 5 4 x 6 x 1 5

6 x 1 252 x 2 x6 x 1 5 6 x 1 5 

      
   

     

 

 
 

 
 

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x 4 x 4

4 x 6 x 1 5 4 x 6 x 1 5

2 x 6 x 24 2 x 6 x 4 

     
  

   
 

1 6 4 1 5 1 5 5 1 10 10 5

6 6 2 2 6 4 24 122 4

   
            


; 

4.4) Застосуємо еквівалентність нескінчено малих 

cos sin ( )
lim lim lim lim

cos sin ( )

2 2 2

2 2 2
x 0 x 0 x 0 x 0

1 6 x 1 1 0 2 3x 3x 9x 9

1 4x 1 1 0 42 2x 2x 4x   

   
      

   
. 

4.5) Застосуємо наслідок з другої „чудової” границі: 

lim lim lim

x
3x 3x 5 3

5 15

x x x

x 5 5 5
1 1 1 e

x x x

 


  

     
          

     
.  

 

Приклад 5. Знайти першу похідну функції ( )y y x : 
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5.1) ;5

3

4 1
y 2x 3 x

xx
       5.2) sin cos ;3y 2x 8x      5.3) 

arcctg ln( );y 5x x 4    

5.4) 
arccos ;xy e         5.5) ( ) ;2 2 3x y y x x y 0         5.6) 

arcsin(ctg ) xy x . 

Розв’язок.  

5.1) З таблиці похідних та властивостей похідної маємо: 

 ( )

1 1
1 15 3 1 4 3 12 2

1
y 2x 4x x 3x 2 5x 4 3 x x 3 x

2

    

 
               

 
 

 

1

4 4 2 42
4 2

3 12 1 3
10x 12x x x 10x

2 2 xx x


         . 

5.2) Застосовуємо властивості похідної та правило обчислення похідної від 

складної функції: 

Функції sin3 2x , cos8x  є складними функціями, які складаються з 

елементарних функцій ,  sin ,  3
1 2 3y u y u y 2x    та cos ,  1 2y u y 8x   

відповідно, тому 

 sin cos sin (cos ) sin (sin ) cos3 3 2y 2x 8x 2x 8x 3 2x 2x 8x
            

sin ( sin ) sin cos cos sin sin3 2 32x 8x 8 3 2x 2x 2 8x 2x 8x 8             

sin cos cos sin sin .2 36 2x 2x 8x 8 2x 8x       

5.3) (arcctg ) ln( ) arcctg (ln( ))y 5x x 5 5x x 5          

arcctg
( ) ln( ) arcctg ln( ) .

( )2 2

1 1 5 5x
5x x 5 5x x 5

x 5 x 51 5x 1 25x

        
  

 

5.4)  
arccos arccos(arccos ) .x x

2

1
y e x e

1 x

        
 

 

 

Контрольні завдання. 

ІІІ. Знайти границі функцій: 
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1.а) ;
xxx

xx
lim
x 346

272
23

23






 б) ;

xx

xx
lim
x 23

143
2

2

1 




 в) ;

x

x
lim
x 516

2

4 




 г) ;

xcos

xcos
lim
x 41

81

0 




 

д) .
5

lim

3x

x x

x







 


 

2.а) ;
xxx

xx
lim
x 



 23

23

52

253
б) ;

xx

xx
lim
x 2012

65
2

2

2 




в) ;

xx

xx
lim
x 82

412
24 




г) ;

x

xcos
lim
x 23

81


 

д) .
1

lim

32 













x

x x

x
 

3.а) ;
xx

xx
lim
x 12

735
34

24






б) ;

x

xx
lim
x 27

6
3

2

3 




в) ;

xx

xx
lim
x 212

410
23 




г) ;

x

xsinxsin
lim
x 5

3

0




 

д) .
x

x
lim

x

x

4

21

2










 

4.а) ;
xx

xx
lim
x 542

74
23

3






б) ;

xx

xx
lim
x 23

12
2

2

1 




в) ;

xx

xx
lim
x 6

62
22 




г) ;

x

xcosxcos
lim
x 20 2

5


 

д) .
x

x
lim

x

x

23
1











 
 

5.а) ;
x

xxx
lim
x 52

427
3

23






б) ;

xx

xx
lim
x 65

472
2

2

2 




в) ;

xx

xx
lim
x 143

423
21 




г) ;

xsin

xtg
lim
x 2

3

0
 

д) .
x

x
lim

x

x

5

12

52














 

6.а) ;
xxx

xxx
lim
x 135

284
23

23






б) ;

x

xx
lim
x 27

12
3

2

3 




в) ;

xx

xx
lim
x 15

232

2 




г) ;

x

xsintgx
lim
x 20 3




 

д) .
x

x
lim

x

x

5
3







 


 

7.а) ;
xx

xx
lim
x 352

3103
2

2






б) ;

x

xx
lim

x 127

123
3

2

3
1 





в) ;
xx

xx
lim
x 353

143 2

1 




г) ;

x

xcosxcos
lim
x 20 3

42 


 

д) .
x

x
lim

x

x

21

1

2















 

 

8.а) ;
xx

xxx
lim
x 23

3
4

24






б) ;

xx

xx
lim
x 32

54
2

2

1 




в) ;

xx

xx
lim
x 35

492 2

4 




г) ;

x

sin
lim

x 2

1

2 



 
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д) .
x

x
lim

x

x

4

1

3















 

9.а) ;
xx

xx
lim
x 53

13
2

2






б) ;

xx

xx
lim
x 2

123
2

2

1 




в) ;

xx

xx
lim
x 1572

612
25 




г) ;

x

xcos
lim
x 20 2

51


 

д) .
x

x
lim

x

x

3

32

2










 

10.а) ;
xx

xx
lim
x 127

103
3

23






б) ;

xx

xx
lim
x 352

6113
2

2

3 




в) ;

xx

xx
lim
x 158

122173
25 




г) ;

tgxx

xcos
lim
x 





21

0
 

д) .
x

x
lim

x

x

12
7











 
 

11.а) ;
xx

xx
lim
x 43

27
3

3






б) ;

xx

xx
lim
x 372

673
2

2

3 




в) ;

x

x
lim
x 38

25

1 




г) ;

x

x
lim

x

x

43
5











 
 

д) .
x

xcosxcos
lim
x 20 3

42 


 

12.а) ;
xx

xx
lim
x 483

274
2

2

2 




б) ;

xx

xx
lim
x 34

263
4

24






в) ;

x

x
lim
x 21

34

5 




г) ;

x

x
lim

x

x

2

23

43














 

д) .
xtg

xarctg
lim
x 3

2

0
 

13.а) ;
xx

xx
lim
x 23

145
2

2

1 




б) ;

xx

xx
lim
x 2

2

938

518






в) ;

x

x
lim
x 32

23

7 




г) ;

x

x
lim

x

x

13

42

12















 

д) .
x

xsinxtg
lim
x 20 2

33 


 

14.а) ;
xx

xx
lim
x 223

54
2

2

1 




б) ;

x

xx
lim
x 12

348
4

24






в) ;

x

x
lim
x 9

334
23 




г) ;

x

x
lim

x

x

3

2

42







 


 

д) .
x

xsin
lim

x 4

21

4 



 
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15.а) ;
xx

xx
lim
x 132

347
2

2

1 




б) ;

xx

xx
lim
x 156

243
2

2






в) ;

x

x
lim
x 11

22

2

2

0 




г) ;

x

x
lim

x

x

3

32

2










 

д) .
xsintgx

lim
x













11

0
 

16.а) ;
xx

xx
lim
x 12

233
2

2

4 




б) ;

xx

xx
lim
x 23

47
3

3






в) ;

xx

x
lim
x  11

3

0
г) ;

x

x
lim

x

x

12
7











 
 

д) .
x

xsinxsin
lim
x 2

22

0

3 


 

17.а) ;
xx

xx
lim
x 103

1092
2

2

2 




б) ;

xxx

xx
lim
x 42

4

23

41






в) ;

x

xx
lim
x 



 7

77

0
г) ;

x

x
lim

x

x

23

4

1















 

д) .
xsinx

xsinxsin
lim
x 





37

0
 

18.а) ;
xx

xx
lim
x 12

54
2

2

1 




б) ;

xx

xx
lim
x 346

272
3

23






в) ;

x

x
lim
x 22

312

4 




г) ;

x

x
lim

x

x

2

12

12















 

д) .
x

xcos
lim
x 20 2

51


 

19.а) ;
xx

xx
lim
x 103

2115
2

2

2 




б) ;

xx

xx
lim
x 2

2

721

143






в) ;

x

x
lim
x 38

25

1 




г) ;

x

x
lim

x

x

32

1

2















 

д) .
x

xcosxcos
lim
x 20 3

42 


 

20.а) ;
xx

xx
lim
x 352

145
2

2

7 




б) ;

xx

xxx
lim
x 42

42

32

52






в) ;

x

x
lim
x 21

34

5 




г) ;

x

x
lim

x

x

5

3














 

д) .
xtg

xarctg
lim
x 3

2


 

21.а) ;
xx

xx
lim
x 3532

4563
2

2

5 




б) ;

xx

xx
lim
x 533

723
4

24






в) ;

xx

x
lim
x 152

415
23 




г) ;

x

x
lim

x

x

24

1

7















 

д) .
x

xcosxcos
lim
x 2

3

0 3

44 


 

22.а) ;
xx

xx
lim
x 276

1534
2

2

3 




б) ;

xx

xx
lim
x 86

354
5

52






в) ;

x

x
lim
x 2

2

0 3

42 


г) ;

x

x
lim

x

x

23
2











 
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д) .
x

xcosxcos
lim
x 2

22

0

2


 

23.а) ;
xx

xx
lim
x 5112

352
2

2

5 




б) ;

xx

xx
lim
x 3

23

22

375






в) ;

x

x
lim
x 416

24

2

2

0 




г) ;

x

x
lim

x

x













 35

32
 

д) .
xarcsinx

xcos
lim
x 





21 2

0
 

24.а) ;
xx

x
lim
x 8253

8152
2

2

8 




б) ;

xx

xx
lim
x 232

124
23

3






в) ;

xx

x
lim
x  55

3

0
г) ;

x

x
lim

x

x

3

2

1














 

д) .
xcosx

xcos
lim
x 





41

0
 

25.а) ;
xx

xx
lim
x 43

4023
2

2

4 




б) ;

xxx

xx
lim
x 2

123
34

4






в) ;

x

x
lim
x 



 3

572

9
г) ;

x

x
lim

x

x

2

14

14














 

д) .
x

xcosxcos
lim
x 20 4

5 


 

26.а) ;
xx

xx
lim
x 3103

352
2

2

3 




б) ;

xx

xx
lim
x 42

923
2

2






в) ;

xx

x
lim
x 



 3

273

3
г) ;

x

x
lim

x

x

2

3

43







 


 

д) .
xarcsin

xsinxsin
lim
x





5

0
 

27.а) ;
xx

xx
lim
x 5112

352
2

2

5 




б) ;

xx

xx
lim
x 86

354
5

52






в) ;

x

x
lim
x 64

420
34 




г) ;

x

x
lim

x

x

















23

21
 

д) .
xarcsinx

xcos
lim
x 





2

0

1
 

28.а) ;
xx

xx
lim
x 8253

8152
2

2

8 




б) ;

xx

xx
lim
x 3

23

22

375






в) ;

x

x
lim
x 38

23 2

1 




г) ;

x

x
lim

x

x

2

23

3













 

д)   .tgxxlim
x


 2

2




 

29.а) ;
xx

xx
lim
x 43

4023
2

2

4 




б) ;

xx

xxx
lim
x 103

354
2

23






в) ;

xx

x
lim
x 



 20

39
г) ;

x

x
lim

x

x

23

1














 

д) .
xsinxsin

x
lim
x 7

7

0 
 

30.а) ;
xx

xx
lim
x 3103

352
2

2

3 




б) ;

xx

xx
lim
x 152

437
2

3






в) ;

x

x
lim
x 8

314
32 




г) ;

x

x
lim

x

x

1

21

24















 

д) .
x

xcosxcos
lim
x 2

3

0 5




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ІV. Знайти першу похідну функцій: 

1.а) ;x
xx

xy 3
14

2
3

5            б) ;xcosxsiny 823                         

      в) );xln(xarcctgy 45     г) ;ey xarccos     

2.а) ;
x

xx
x

y
4

33 2 2
4

3
    б)  ;xtgxcosy 1435     в)  ;xlnxarcctgy 523   

   г) ;
x

e
y

xarccos

5
     

3.а) ;
xx

xxy
2

3 54 42
3     б) ;xarcsinxtgy 44     в)  ;xxlnxarccosy 124   

   г) ;
xx

e
y

x

152 




    

4.а) ;
x

x
x

xy
4

3
2

7 3

5
    б) ;xctgxarcsiny 723     в) ;xarccosy x 32  

   г) ;
xx

e
y

x

243 2

5






    

5.а) ;
x

x
x

xy
65

7
7 4

2
    б) ;xsinxcosy 53 35     в)  ;xlny x 24 5    

   г) ;
e

xx
y

xcos

257 3 
     

6.а) ;
xx

xxy
54

5
3

3 42     б) );xcos(xtgy 223     в) );xln(xarccosy 342   

   г) ;
xx

e
y

tgx

443 2 
     

7.а) ;
x

x
x

xy
5

35 103
3     б) ;xarctgxlny 75     в) );x(logy x 35 2

2

   

   г) ;
)x(

e
y

xsin

75
     

8.а) ;
x

x
x

xy
5

63 7 4
4

3
    б) ;xarctgy xsin343     в) );xxln(y 12   

   г) ;
e

xx
y

x




132 2
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9.а) ;
xx

xxy
3

3 42 24
8     б) ;xtgxcosy 23 32     в) ;xarcsin)xlg(y 53 3  

   г) ;
)x(

e
y

xctg

3

5

4
     

10.а) ;
x

x
x

xy
4

3 76 75
4      б) ;xtgxctgy 53 35      в) ;xarctg)x(logy 32

5 1   

    г) ;
e

)x(
y

tgx

352 
      

11.а) ;x
x

xy 5
7

2
6 105      б) ;tgxxsiny  32     в) ;xlgy 23  

    г) ;
tgx

e
y

xcos

3
      

12.а) ;)xx(y 32543      б) ;
x

tgy
1

2 3     в) ;xarcsinxy   

    г) ;
e

e
lny

x

x




1
     

13.а) ;
)x(

y
524

1


     б) );1(sin 3  xy     в) ;xln

x
arctgy 

2

2

 

    г) ;
)xln(

y
x5

54
      

14.а) ;xxy 3     б) ;
xsin

xcos
y

22
     в) ;x

x
arcsinxy 29

3
  

    г) ;tgx)xln(siny       

15.а) ;
x

x
y

32

52




     б) ;xcos

xcos
y 

3

3

    в) ;xln)xarcsin(y 236 2   

    г) ;
)xln(

xsin
y

4

3
2 

      

16.а) ;xx
xx

y 2

2
3

9

1

27

2









     б) ;3 )14(2  xarctgy     в) ;xcosxsiny 734   

    г) ;xarcsin)xlg(y 29       

17.а) ;
x

x
xy 3

1

1




     б) ;

x

x
lny 







 


5
    в) ;xarcsinxcosy  5  

    г) ;
)x(

e
y

xcos

5

3

42 
      
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18.а) ;
x

x
y

2

2

32

31




     б) ;2 3

)12arcsin( 


x

y     в) ;arctgxxcosy  4  

    г) ;xcos)xln(y 23       

19.а) ;
x

x
y






1

1
1     б) ;e)xctg(y x 31 2     в) );xln(xarcctgy 52     

  г) ;
)x(

e
y

x

3

4

53 
      

20.а) ;xx
3 32 11      б) );x(cos)e(y x 3232

      в) ;xarcsinxctgy  43  

    г) ;
xx

y
x




2

245 2

     

21.а) ;xxy      б) ;
e

e
y

x

x

21




    в) ;)x(tgxcosy 35 143   

    г) );xxln(y 92       

22.а) ;
x

x
x

xy
3

5 42 83
7      б) ;xtgxy 23 42      в) );xsinx(lny 2554   

    г) ;xctgxarccosy 23       

23.а) ;x
xx

xy
5 4

4

15
8      б) ;2sin

22 xxxy      в) ;xtgxarcsiny 52 3  

    г) ;ey xarctg      

24.а) ;xx
xx

y 73

4
3

36
    б) ;y xcos 54

2   в) ;xcosxsiny 35 53   

    г) ;)xln(y x32 21       

25.а) ;x
xx

xy
3 7

4

3 75
9      б) ;)xcosx(siny 233 2     в) ;xarctgy 53  

    г) ;y xtg 53

3      

26.а) ;xx
xx

y 65 3

3
2

47
     б) );xarcsin(xsiny 123      в) );x(lny x 25  

    г) ;excosxy x22       

27.а) ;
x

x
x

xy
4

3 53 23
4      б) ;xarccosxtgy 23      в) );xln()x(y 41 2   

    г) ;
x

arctgx
y

3
      
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28.а) ;
x

x
x

xy
3

35 25
4      б) ;arctgxy tgx  2     в) ;e)x(logy x 53  

    г) ;
)x(

xarccos
y

21

3


      

29.а) ;xx
xx

y 65 3

3
2

47
     б) ;xcosxsiny  35     в) ;xlny xsin 42  

    г) ;
xarcsin

)x(
y

3 21
      

30.а) ;xx
xx

y 73

4
3

36
     б) ;

x
xcosy

1
34      в) ;)x(logy xcos215   

    г) ;
arcctgx

xcos
y

2
      

 

 

Інтегральне числення функції однієї змінної. 

Приклади розв’язання контрольних завдань 

Приклад 6. Знайти невизначені інтеграли: 

а) 
sin

;
cos

xdx

5 2 x
      б) 

( )
;

2

3x 1 dx

x 6 x 10



 
      в)  ;ln xdxx       

Розв’язок.  

а) 
sin cos

( cos ) cos
cos cos

1

2
x d x

dx 5 2 x d x
5 2 x 5 2 x



     
 

    

( cos )
( cos ) cos

( )

1
1 1

2
2

5 2 x 2
C 5 2 x C 5 2 x C

1 2
1 2

2

 

 
        

 
    

 

. 

б) 

( )

2 2 2

3
2x 6 9 1

3x 1 3 2x 62dx dx dx
2x 6 x 10 x 6 x 10 x 6 x 10

  
 

  
     

    

1 22

dx 3
8 I 8 I

2x 2 3x 9 1
    

   
 , 

де 
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ln ln
( )

2
2

1 1 12

2x 6 dtx 6 x 10 t
I dx t C x 6 x 10 C

tx 6 x 10 2x 6 dx dt

   
        

   
 

, 

arctg( )
( )

2 22

dx
I x 3 C

x 3 1
   

 
 . 

Отже, 

( )
ln arctg( ) .2

2

3x 1 dx 3
x 6 x 10 8 x 3 C

2x 6 x 10


     

 
  

в) 

ln ln , ln ln

,

2 2 2

2

ud u du

x x 1 x 1
x xdx u x d xdx x dx x xdx

2 2 x 2 2
1 x

du dx
x 2

  





 

         

 

 

    

ln ( ln )
2 2 2x 1 x x

x C 2 x 1 С
2 2 2 4

       . 

Приклад 7. Обчислити визначений інтеграл: 

9

4

xdx

x 1
 . 

Розв’язок.  

, ,

, ; ,

9 3 32 2

1 1 2 24 2 2

x t x t dx 2tdtx t t
dx 2tdt 2 dt

t 1 t 1x 1 x 4 t 2 x 9 t 3

  
   

     
    

( )
ln

3 32 2 3

2 2 2

t 1 1 1 t
2 dt 2 t 1 dt 2 t t 1

t 1 t 1 2

    
          

    
   

ln ln ln
2 3

2

t 9 4
2 t t 1 2 3 2 2 1

2 2 2

   
             

  
 

ln ln
5

2 1 2 7 2 2
2

 
     

 
.  
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Приклад 8. Знайти площу фігури, обмежену лініями 

,3y x y 4x  . 

Розв’язок. Знайдемо точки перетину графіків функцій: 

,

3y x

y 4x

 



 

3x 4x , 

( )2x x 4 0  . 

Отже, точки перетину графіків 

,,1 2 3x 0 x 2   . 

Будуємо графіки функцій (рис. 

5). 

Потрібно знайти площу 

заштрихованої області: 

( )

2 2 4
3

0

2

0

x x
S 2 4x x dx 2 4

2 4

 
     

 


 

( )
16

2 2 4 2 8 4 8
4

 
      

 
 од. кв.  

 

Приклад 9. Обчислити площу фігури, обмеженої лінією, яка задана в 

параметричній формі: 

                    
cos ,

sin .

3

3

x 4 t

y 4 t

 




 

Розв’язок. Фігура, площу якої потрібно знайти зображено на рис. 6. Точки A  та 

B  отримуються при 1t 0  і /2t 2 , відповідно. 

Отже, 

x  

y  

0 

–2 

1 2 

3y x  

y 4x  

Рис. 5. 
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 
/ /

( ) ( ) sin cos sin cos sin
B

A

t 2 2
3 3 3 2

t 0 0

S 4 y t x t dt 4 4 t 4 t dt 64 t 3 t tdt

 


         

 
/ /

cos cos
sin cos

22 2
2

2 2

0 0

1 2t 1 2t
192 t tdt 192 dt

2 2

 
  

   
 

   

 
/ /

cos ( cos ) (sin sin cos )

2 2
2 2 2

0 0

24 1 2t 1 2t dt 24 2t 2t 2t dt

 

        

/ / /cos sin
sin

2 2 2
3

0 0 0

1 4t 4t
24 dt 4 2t 12 t 0 6

2 4

  


  

      
 

  од. кв.  

 

Приклад 10. Обчислити невласні інтеграли або довести їх розбіжність. 

а) ;
4

0

xdx

16 x 1




     б) .

1

3
0

dx

2 4x
  

Розв’язок.  

а) 
arctg

( )

2 2 2

4 4 2 2
0 0 0 0

x 1 dx 1 dx 1 4x
dx

2 2 2 416x 1 16x 1 4x 1

   

    
  

    

Y 

4 

-4 

-4 

4 

X А 

В 

Рис. 6. 
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(arctg arctg ) .
1 1

0 0
8 8 2 16

  
      

 
 

б)  ( ) ( )

1
1 11 1 2
3 3

3
0 0 0

2 4x 0
1

dx 2 4x dx 2 4x dx1
x2 4x

2

 
 

     


    

( ) ( )
( )

( ) ( )

1 11
1 1 11 3 321

3

11

22
0

2 4x 2 4x
2 4x dx

1 1
1 4 1 4

3 3

   

  
    

   
        

   

  

( ) ( )

1
12 2 2 2

2
3 3 3 3

1

20

3 3
2 4x 2 4x 0 2 2 0 0

8 8

 
  
              

   
 

.  

 

Контрольні завдання 

V. Знайти невизначені інтеграли: 

1.а) ;
xcos

xdxsin


 25
 б) ;

xx

dx)x(






106

13
2

 в)  ;xdxlnx   

 

2.а) ;dx
x

xx


 15 23

 б)  ;xdxcosx 2  в) ;
xcos

xdxsin

1

  

 

3.а) ;dx)x(x 15
3 23   б)  ;xdxln                           в) 


;

ctgx

dx

1
                 

 

4.а) ;
x

dx


52
 б) ;arctgxdxx

3  в) ;
xcos

xdxcos

1

  

 

5.а) ;dx
x

xx


 

6

32 12

 б)  ;xdxarcsin2  в) ;dx
xcosxsin

xcosxsin





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6.а)    ;dx))(( xx 2323  б)   ;dx)xln( 12  в) 


;
)xcosx(sin

dx
2

  

 

7.а) ;dt
t

t 














3 2

3 1
 б)  ;dxx x52            в) 


;

xsinxcos

dx

1
               

 

8.а)  ;dx
x

sin
2

2    б)   ;xdxarcsin)x( 2   в) 


;
xcosxsinxsin

dx

52
 

 

9.а)   ;dx)e(e xx 5  б)   ;xdxsin)x(1  в) 


;
)xsin(xcos

dx

1
   

 

10.а) ;dxe xx


15                   б) ;dx
x

xln
 2

                   в) 


;dx
xsinxcos

xsin
226

               

 

11.а) 


;
x

dxx

12

4

                      б) ;dxex x
                    в) ;dx

xcos

xsinxsin



2

3

                 

 

12.а) ;
x

dx


 249
             б)   ;dx)xcos()x( 732        в) 




;dx

tgx

tgx

1

1
                    

 

13.а) ;
x

dx


916 2
 б)  ;arctgxdx  в) 


;

xcos

dx

53
   

 

14.а) 


;dx
xcos

xcos5
           б)  ;xdxcosx         в) 


;

xcosxsin

dx

748
              

 

15.а) 



;dx

xcos

xcos

21

1 2

             б)  ;xdxlnx 2        в) 


;
tgx

dx

34
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16.а) 



;dx

x

x

1

13

            б)  ;dxx x6           в) ;
xcosxsin

xdxcos


 33
    

 

17.а) 


;
xcosxsin

dx
22

            б)   ;xdxln)x( 3            в) 


;dx
xsin

tgx1
                

 

18.а)  ;dx
xcos

xsin3

 б) 
 ;dxex x23  в) 


;

xsinxcos

dx

3
  

 

19.а)  ;xdxtg 72  б) ;dxe x
       в) 


;

xcosxsinxsin

dx

168 2
               

 

20.а)   ;xdxsinxcos 102  б) 
 ;dxxe x7    в) 


;

xcosxsinxsin

dx

816 2
               

 

21.а) 


;dx
xx 52

1
2

           б)  ;xdxarccos     в) 


;
xsinxcos

dx
22 43

                   

г) 


.
x

xdx

42
 

22.а) 



;dx

x

x

9

23
2

 б)  ;xdxln2     в) 



;dx

xcosxsin

tgx
22 2

32
                

 

23.а) 



;dx

x

x

1

1
2

2

 б)  







 ;dx

x
cosx 1

2
 в) 


;dx

xctg

tgx
21

  

 

24.а) 



;dx

x

x

1

3
 б)   ;dxx x32  в) 


;

xcosxsin

xdxsin
44

2
  

 

25.а)  












 ;dx

xx

x
6

52 2

                 б)   ;xdxxsin 2                в)  ;
xsinxcos

dx
3

            

 

26.а) 



;dx

x

x
241

3
 б)   ;dx)xln( 7  в) 


;

xsin

dx
21
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27.а) 


;dx
xsinx

xsinx
2

2

 б)  ;xdxsinx 2  в)   ;xdxsinxsin 24   

 

28.а)  












 ;dx

xx

x
6

52 2

 б)   ;dx)x(arctg 5  в)  ;dx
xcos

xsin

5 3

3

  

 

29.а) 













 ;dx

xx

x
5

7
3

3 2

 б)  ;dx
x

cosx
3

2  в)  ;dx
xsin

xcos
4

33
  

 

30.а)  












 ;dxx

x

x
2

5 3 2
2

          б) 
 ;dxex x2         в)   ;xdxcosxsin 33 2          

 

 

VI. Обчислити визначений інтеграл: 

1. 


9

4 1
;

x

dxx
 2. 

50

0

,

;xdxarcsin  3. 


3

1 1
;

x

dx
 

4. 


1

0
21

;
e

dxe
x

x

 5. 


1

0

3

1
;

x

dxx
 6. 

3

0

3



;xdxtg  

7. 


1

0

2 ;dxxe x  8.  
3

0

3 ;dx)xln(  9. 


0

;xdxsinx  

10.  


0

1

32 ;dxx  11. 



2

2

43 ;dxe x  12.  
3

0

3 21 ;dxxx  

13. 


312

0
6

5

1

12
;

x

dxx
 14. 



1

0
2

2

1
;

x

dxx
 15. 

2

0

2



;xdxcosxsin  

16. 


2

0 1



;
xcos

xdxcos
 17. ;

x

dx




3
4

4
3 12

 18. 


3

0 325
;

x

dx
 

19. 


2

0
4

3

4
;

x

dxx
 20. 

e

;dx
x

xln

1

1
 21. 



2

4

21





;
xcos

dx
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22. 


5

2
245

;
xx

dx
 23.  

1

0

43 54 ;dxxx  24. 


2
1

0 21
;

x

xdx
 

25.  
1

0

22 3

3 ;dx)exx( x  26. 


3

0
6

2

1
;

x

dxx
 27. 

2

0
2

2


;dx
xsin

ctgx
 

28. 

2e

e

;
xlnx

dx
 29.  

1

0

243 ;dxxx  30. .
xsin

dx




4

0
21



 

 

VII. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями: 

1. 3xy  , xy 4                                                           2.
21

2

x
y


 , 

2xy   

3. 4xy , 05  yx                                                   4. xy 8162  , 48242  xy  

5. xy 2 , xy
2

1
                                                        6. xy 6 , 216 xy   

7. 2xy  , 2yx                                                            8. 1622  yx  

9. 2xy  ,  1y                                                          10. 2xy  , 02  xy  

11. 12  xy , xy  92 ,   0y                                 12. yx 42  , 
4

8
2 


x

y  

13. 1 xy , xcosy  , 0y                                       14. xsiny  , xcosy  , 0x  

15. 2xy  Ю xy  3                                                16. xy  , 3xy   

17. 12  xy , xy  9                                              18. xy 92  , xy 3  

19.
2xy  , 22 xy                                                 20.

3xy  , 1y , 0x  

21. 6xy , 07  yx                                              22. 1 xy , xcosy  , 0y  

23.
21

1

x
y


 , 

2

2x
y                                                 24. 3xy  , 0y , 2x  

25. xy 42  , yx 42                                                   26. 3xy  , 1y , 0x  

27. 32 xy  , 2x                                                       28. xy  , 2xy   

29. xy 92  , yx 92                                                   30. 32 1)x(y  , 4x . 

 

VIII. Обчислити невласні інтеграли або довести їх розбіжність: 
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xdx
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0
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;
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


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x
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


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
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x
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dxx





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2
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1
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1 1920
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xdx





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 б) 
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1

2
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2
.
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
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

4
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 б) 

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2

0

3
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x
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)xx(

dx

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

1
2 54

 б) .
x

xdx



1

0
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10.а) ;
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xdx






1
2 54

 б) .dx
)xsin(

xcos




6
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3
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11.а) ;dx
)x(

xarctg






0
241

2


 б) .

x

xdx




1

0
41

2
 

12.а) ;
)xx(

dx

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
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x

dx




0

3
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13.а) ;
xx

dx

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

0
2 544

 б) 


1

5
4

3 43
.

x

dx
 

14.а) ;
)xx(
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





0 3 42 14
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 б) 

2
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
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16.а) ;dx
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2

0 41
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
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
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1
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xdx
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
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1
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





3
1 391 22


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


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1
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21.а) 




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4
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x

arctg)x(
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2

0
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

.
xcos
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ln)xx(
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





1
2 32

 б) .
x

dxx




3

0
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3

9

9
 

23.а) 




0
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x

dxx




1
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1
 

24.а)  





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


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



0
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2
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x
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2
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1

0
2 122

 б) .
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



1
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1 21
 

26.а) ;
)x(x

dx






1
2 1

 б) .
)x(

dxx




5

1 3

2

131
 

27.а) ;
)x(lnx

dx

e






2
21

 б) .
xx

dx




2
3

1
2 23

 

28.а) ;

ln)xx(

dx






1 2

4

3
156

 б) .
)x(

xdx




4

0 4 3216
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29.а) ;
xx
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
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

1
2 299

 б) .
x
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



4
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0
3 41

 

30.а) 
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

3
2 23
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xx
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 б) .

)x(
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



2
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Диференціальне числення функції декількох змінних. 

Приклади розв’язання контрольних завдань 

Приклад 11. Знайти частинні похідні перщого порядку: 

ln( )2 xz y e  . 

Розв’язок.  

( ) ( )
x

x

2 x 2 x

z 1 e
e 1

x y e y e




 


     

  
, 

2 x 2 x

z 1 2y
2y

x y e y e 


  

  
.  

 

Приклад 12. Дослідити на екстремум функцію: 

2z y x 2y x 14 y    . 

Розв’язок.  

Знайдемо частинні похідні першого та другого порядків: 

,
z 1 z

y 1 x 4y 14
x y2 x

 
     

 
, 

1 1 32 1
2 2 2

2

z y 1 y y 1 y
x x x

2 2 2 2 4xx

   
      

                 

, 

,
2 2

2

z z 1
4

x y 2 xy

 
  

 
. 

Знайдемо критичні точки, для цього розв’яжемо систему: 

x

y

y
1 0z 0

2 x
z 0

x 4 y 14 0

    
  

     
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,
y 2 x

0 y 2 x x 0
2 x

x 4 2 x 14
x 4 y 14

 
   

 
    

. 

З останньої системи маємо 

7 x 14     або x 4 , 

y 2 4 2 2 4     . 

Дослідимо критичну точку 0x 4  і 0y 4  на екстремум. Для цього складаємо 

визначник 

( ; ) ( ; )
( ; )

( ; ) ( ; )

xx 0 0 xy 0 0

0 0

xy 0 0 yy 0 0

z x y z x y
x y

z x y z x y


 


 
, 

де 

( ; )

3 3

2 2
xx 0 0

x 4
y 4

y 4 1
z x y x 4

4 4 8

 




       ,    ( ; )yy 0 0
x 4
y 4

z x y 4 4



     , 

( ; )xx 0 0
x 4
y 4

1 1 1
z x y

42 x 2 4


    . 

Отже, 

( ; )0 0

1 1

4 1 8 1 78 4
x y 0

1 8 16 16 16
4

4




      



 

і ( ; )xx 0 0

1
z x y 0

8
    , тому в точці ( ; )4 4  функція досягає максимуму: 

max ( ; ) 2z z 4 4 4 4 2 4 4 14 4 4 2 2 16 4 56                

8 32 4 56 28      

Відповідь: max ( ; )z z 4 4 28  .  
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Приклад 13. Знайти найбільше та найменше значення функції 

z 3x y xy      в області    D: , ,y x y 4 x 0   . 

Розв’язок. Найбільше та найменше 

значення функція може приймати або в 

критичних точках або на границі області 

D . 

1) Знаходимо критичні точки функції 

( ; )z x y :  

x

y

z 0

z 0

  


 

, 

де ,x yz 3 y z 1 x     . 

Отже, 

3 y 0 y 3

1 x 0 x 1

   
 

   
 

тобто точка ( ; )1 3  – критична. Обчислимо значення функції в цій точці 

( ; )
x 1
y 3

z x y 3 1 3 1 3 3



      . 

2) Дослідимо поведінку функції на границі області. 

а) Відрізок OA . Він задається рівнянням x 0  при [ ; ]y 0 4 . Тоді 

( ; )
x 0

z x y 3 0 y 0


     або ( ; )z 0 y y  

і 

( ; )yz 0 y 1 0    

тобто на відрізку OA  функція ( , )z x y  монотонна: 

( ; ) , ( ; )
y 0 y 4

z 0 y 0 z 0 y 4
 

  . 

б) Відрізок AB : йому відповідає рівняння y 4  при [ ; ]x 0 4 . Маємо 

( ; )
y 4

z x y 3x 4 4x x 4


        або  ( ; )z x 4 x 4    

і 

B 

4 

A 

0 

x 0  

y 4  
Y  

4 

y x  

X  

Рис. 

8. 
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( ; )xz x 4 1 0     

тобто на відрізку OA  функція ( , )z x y  теж монотонна: 

( ; ) , ( ; )
x 0 x 4

z x 4 4 z x 4 4 4 0
 

     . 

в) Відрізок OB : йому відповідає рівняння y x  при [ ; ]x 0 4 . Тоді 

( ; ) 2 2

y x
z x y 3x x x 4x x


       або  ( ; ) 2z x x 4x x   

( ; )xz x x 4 2x   , 

( ; ) ,xz x x 0 2x 4 x 2      

( ; ) 2

x 2
z x x 4 2 2 4


     

Отже, 

( ; )наймz z 0 4 0  ,                                    ( ; )найбz z 2 2 4  .  

 

Контрольні завдання 

IX. Знайти частинні похідні першого порядку функції  :),( yxfz   

1. );eyln(z x 2  2. ;xyarcsinz   

3. );yx(arctgz 22   4. );xyxcos(z 23   

5. ;
x

y
sinz

3
  6. );yx(tgz 23   

7. ;xyctgz 3  8. ;ez yx 22  

9. );yxln(z 423   10. ;
x

y
arccosz 








  

11. );xy(arctgz 2  12. ;yxcosz 22   

13. ;yxsinz 3  14. );yx(tgz 43  

15. );yx(ctgz 23   16. ;ez yx 522   

17. );xyln(z 1  18. );yxarcsin(z 32  



 42 

19. ;
y

xarctgz 







 3

2
 20. );xyxcos(z 3  

21. ;
yx

yx
sinz




  22. ;

x

yx
tgz

22 
  

23. ;
xy

x
ctgz   24. ;ez

yx 22
  

25. );yxln(z 223   26. );yxarccos(z 2  

27. ;
y

xarcctgz 







3
 28. ;

yx

yx
cosz

22 


  

29. ;
yx

y
sinz


  30. .ez )yx( 33  

 

X. Дослідити на екстремум функції: 

1. .yxyxyz 142 2                                         2. .xyyxz 568 33   

3. .yxyxxz 22 22151                                    4. .yxyxxz 2261   

5. .yxxyyxz 201839623                         6. .xyyxz 562 33   

7. .xyyxz 10933 33                                         8. .yxyxyxz 122   

9. .yx)yx(z 224                                          10. .yx)yx(z 22 336   

11. .yxyxyxz 9622                                  12. .y)x(z 1022 22   

13. .y)x(z 15 22                                           14. .xyyxz 333   

15. .yxxyz 22 422                                            16. .xyxyxz 362   

17. .yxxyz 2352 22                                       18. ).yx(xyz  12  

19. .yxxyz 922                                             20. .yxyz 10232 22   

21. .xyyxz 168 33                                          22. .yxyxyz 62   

23. .yxyxyxz 206922                            24. ).yx(xyz  6  

25. .yxxyyxz  22                                      26. .yxyxyxz  222  

27. .y)x(z 22 21                                               28. .yxxyz 22 23   

29. .)y(xz 22 23                                                  30. .yx)yx(z 222   
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XI. Знайти найбільше та найменше значення функції ),( yxzz   в області 

D , обмеженої заданими лініями: 

1. ,xyyxz  3  .x,y,xy:D 04   

2. ,yxxyz 2  .y,xy,x:D 03    

3. ,yxxyxz 8422   .y,y,x,x:D 2010   

4. ,yxyxz 22 35   .y,y,x,x:D 1010   

5. ,xyxyxz 42 22   .y,x,yx:D 0301   

6. ,yxyxz 82222   .yx,y,x:D 0100   

7. ,yxyxz 2232   .y,,x,x:D 6010   

8. ,yxyxyxz 2263   .y,y,x,x:D 1010   

9. ,xxyyxz 1642 22   .yx,y,x:D 0300   

10. ,xyxz 1022   .xy,y:D 40 2   

11. ,yxxyz  2  .y,y,x,x:D 4030   

12. ,xyxz  2

2

1
 .xy,y:D 228   

13. ,yxyxz 22233 22   .yx,y,x:D 0100   

14. ,yxz 132 22   .y,xy:D 0
4

9
9 2   

15. ,xyxyxz 142 22   .yx,y,x:D 0103   

16. ,yxyxz 133 22   .yx,y,x:D 0105   

17. ,xyxyxz 4
2

1
22 22   .x,y,xy:D 022   

18. ,xyxyxz 2
2

5
2 22   .y,y,x,x:D 2020   

19. ,yxxyz 23   .y,y,x,x:D 4040   

20. ,xyxz 22   .y,xy:D 044 2   

21. ),yx(yxz  42  .xy,y,x:D  600  

22. ,xyyxz 333   .y,y,x,x:D 2120   

23. ,yx)yx(z 224   .x,yx,yx:D 04242   
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24. ,xyxyxz 42 22   .xy,y,x:D 103   

25. ,yxyxxyz 44996 22   .y,y,x,x:D 2010   

26. ,yxyxyxz 222 22   .x,y,xy:D 202   

27. ,yxz 2224   .xy,y:D 210   

28. ,yxyxz 435 22   .y,y,x,x:D 1111   

29. ,yxxyxz 22 42   .y,x,yx:D 0002   

30. ,yxyxyxz 22322   .yx,y,x:D 600   

 

 

Диференціальні рівняння. 

Приклади розв’язання контрольних завдань 

Приклад 14. Знайти загальний розв’язок дифференциального рівняння 
322 1 xyyx  . 

Це рівняння з відокремлюваними змінними 

а) 322 1 x
dx

dy
yx  ;   б)  dxxdyyx 322 1 ;   в) dx

x

x
dyy

2

3
2 1

 ;   г) 

dxx
x

dyy  









2

2 1
;    

Розв’язок C
x

x

y


2

1

3

23

. 

Приклад 15. Знайти загальний розв’язок дифференциального рівняння 

x

e

x

y
y

x

 . 

Це лінійне рівняння I порядку. Заміна ,vuy   vuvuy  , 

x

e

x

uv
vuvu

x

 , 
x

e

x

v
vuvu

x









 , 0

x

v
v . Розв’язуємо 

x

v
v  , 

x

dx

v

dv
 ,  

x

dx

v

dv
, 

x
xv

1
lnlnln  , 

x
v

1
 . Підставляємо 

x

e
vu

x

 , т.е. 

x

e

x
u

x


1

, xeu  ; xe
dx

du
 , dxedu x   dxedu x , Ceu x  , тоді 

розв’язок  
x

C

x

e

x
Cevuy

x
x 

1
. 
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Приклад 16. Знайти частинний розв’язок дифференциального рівняння II 

порядку xsinyyy 25043  , який задовольняє початковим умовам 

    1000  y,y . 

Розв’язок рівняння будемо шукати у вигляді   yyy  

а) Однорідне рівняння 043  yyy ). Характеристичне рівняння  
xx eCeCyk;k,D,kk 4

2121
2 41025169043    

б) Частинний розв’язок неоднорідного рівняння шукаємо у вигляді  

;xcosNxsinMy 22   

Знаходимо                  ;xsinNxcosMy 22     xcosNxsinMy 2222 
 ; 

xsinNxcosMy 2424 






  . Підставимо в неоднорідне рівняння: 

xcosxsinyyy 2025043 



   

xxxNxMxNxMxNxM 2cos02sin502sin42cos42cos62sin62sin42cos4 

 

    xxNMNxMNMx 2cos02sin504642sin4642cos  . 

Прирівняємо коефіцієнти при x2cos  и x2sin  в лівій и правій частині тотожності  






































3

4

50
3

4
86

3

4

5086

068

2

2

M

N

MM

MN

NM

NM

xsin

xcos
. Таким чином, 

xsinxcosy 2423  . 

в)  Загальний розв’язок: xsinxcosececy xx 24234
21   . 

 

г)  Знайдемо частинний розв’язок при початкових умовах: 

 

 xcosxsinececy xx 28264 4
21   .  

Підставимо початкові умови:     10,00  yy  

   

   















































5

4

5

19

5

4
3

54

3

47

3

02802641

0240230

2

1

2

21

21

21

04
2

0
1

04
2

0
1

с

с

с

сс

сс

сс

cossineсeс

sincoseсeс

.  

Частинний розв’язок: при     1000  y,y ; xsinxcoseey xx 2423
5

4

5

19 4   . 

 

Контрольні завдання 

 

XII завдання: 

1) Знайти загальний розв’язок дифференциального рівняння  I порядку. 
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2) Знайти частинний розв’язок дифференциального рівняння II порядку 

 xfqyypy  , який задовольняє початковим умовам 

    10 0,0 yyyy  . 

 

1. 1) xxyy costg  ;         2) 0,0,2sin8124 10  yyxyyy  

 

2. 1) xeyy 22  ;                2) 1,1,10126 10  yyxyy  

 

3. 1) x
x

y
y 


 1

1

2

2
;        2) 0,0,4 10

2   yyeyy x  

4. 1) 
1

3

1

4
22 





xx

x
y ;     2) 1,0,2cos252 10  yyxyyy  

5. 1) xxyy  2 ;                 2) 2,1,2sin1265 10  yyxyyy  

6. 1) xeyy 2 ;                 2) 1,0,7125 10  yyxyy  

7. 1) x
x

y
y ln ;                2) 0,1,cossin2

4

9
4 10  yyxxyyy  

8. 1) x
x

y
y  1 ;               2) 3,2,564 10  yyxyy  

9. 1) xyy  2 ;                 2) 2,1,162 10  yyeyyy x  

 

10. 1) 
x

xyy
cos

1
tg  ;       2) 2,3,1096 10

3   yyeyyy x  

11. 1) xxyy costg  ;         2) 0,0,2sin8124 10  yyxyyy  

 

12. 1) xeyy 22  ;                2) 1,1,10126 10  yyxyy  

 

13. 1) x
x

y
y 


 1

1

2

2
;        2) 0,0,4 10

2   yyeyy x  

14. 1) 
1

3

1

4
22 





xx

x
y ;     2) 1,0,2cos252 10  yyxyyy  

15. 1) xxyy  2 ;                  2) 2,1,2sin1265 10  yyxyyy  

16. 1) xeyy 2 ;                  2) 1,0,7125 10  yyxyy  

17. 1) x
x

y
y ln ;                   2) 0,1,cossin2

4

9
4 10  yyxxyyy  

18. 1) x
x

y
y  1 ;                2) 3,2,564 10  yyxyy  

19. 1) xyy  2 ;                  2) 2,1,162 10  yyeyyy x  

 

20. 1) 
x

xyy
cos

1
tg  ;        2) 2,3,1096 10

3   yyeyyy x  

21. 1) xxyy costg  ;         2) 0,0,2sin8124 10  yyxyyy  
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22. 1) xeyy 22  ;                 2) 1,1,10126 10  yyxyy  

 

23. 1) x
x

y
y 


 1

1

2

2
;          2) 0,0,4 10

2   yyeyy x  

24. 1) 
1

3

1

4
22 





xx

x
y ;       2) 1,0,2cos252 10  yyxyyy  

25. 1) xxyy  2 ;                    2) 2,1,2sin1265 10  yyxyyy  

26. 1) xeyy 2 ;                    2) 1,0,7125 10  yyxyy  

27. 1) x
x

y
y ln ;                 2) 0,1,cossin2

4

9
4 10  yyxxyyy  

28. 1) x
x

y
y  1 ;                2) 3,2,564 10  yyxyy  

29. 1) xyy  2 ;                  2) 2,1,162 10  yyeyyy x  

 

30. 1) 
xsin

xcyy
1

tg  ;         2) 2,3,1096 10
3   yyeyyy x  

 

 

 

Теорія ймовірностей.  

Випадкові події.  

 

Приклади розв’язання задач. 

Приклад 17. 

В лотереї з 100 білетів 10 виграшних. Яка ймовірність того, що серед 5 

навмання куплених білетів 2 виявляться виграшними? 

Розв’язок. Запишемо коротку умову задачі за допомогою наступної схеми: 

Всього                          Виграшних                            Невиграшних 

    100                                  10                                              90 

Купили 

      5                                     2                                               3 

Нехай A  – випадкова подія “серед 5 навмання куплених білетів 2 

виявляться виграшними”. 

За класичним означенням імовірності 

n

m
)A(P  , 

де n  – кількість всіх рівноможливих несумісних результатів випробування,  
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m  – кількість сприятливих події A  результатів випробування. 

Кількість всіх результатів випробування дорівнює кількості способів 

навмання вибрати 5 білетів із 100, тобто кількості сполучень із 100 по 5, а саме 

5
100Cn  . 

Визначимо кількість сприятливих події A  результатів випробування – 2 

білети серед 5 навмання куплених виявляться виграшними. 2 виграшних білети 

можна вибрати з 10 виграшних 
2
10C  способами, при цьому ті, що залишилися 

325   білети повинні бути невиграшними, і взяти їх можна з 9010100   

невиграшних білетів 3
90C  способами. Таким чином, за основним принципом 

комбінаторики (правилом добутку ) 3
90

2
10 CCm  . 

Отримаємо: 



































2345

86979899100
123

888990

12

910

955

100
873

90

82

10

51005

100

3903

90

2102

10

5
100

3
90

2
10

!!

!
!!

!

!!

!

)!(!

!

)!(!

!

)!(!

!

C

CC
)A(P  

.,07840
2248169

176220

43974911

2289303

869749335

44893095










  

Відповідь: 07840,)A(P  .  

 

Приклад 18. 

З семи карток розрізної абетки “а”, “і”, “о”, “з”, “к”, “н”, “ч” навмання 

беруть 4 картки. Яка ймовірність, що з вибраних карток можна скласти слово 

”ніч”? 

Розв’язок. Нехай A  – випадкова подія з “вибраних карток можна скласти 

слово ”ніч”. 

За класичним означенням імовірності: 

n

m
)A(P  , 

де n  – кількість всіх рівноможливих несумісних результатів випробування,  

m  – кількість сприятливих події A  результатів випробування. 
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Кількість всіх результатів випробування дорівнює кількості способів 

навмання вибрати 4 картки із 7, тобто кількості сполучень із 7 по 4, а саме 

4
7Cn  . 

Кількість сприятливих події A  результатів випробування m  рівна 4, так як 

сприятливими будуть набори з чотирьох букв: 

“н”, “і”, “ч”, “а”; 

“н”, “і”, “ч”, “о”; 

“н”, “і”, “ч”, “з”; 

“н”, “і”, “ч”, “к”. 

Отримаємо: 

35

4

57

4

23

567

4

34

7

4

474

7

44
4
7















!!

!

)!(!

!C
)A(P . 

Відповідь: 
35

4
)A(P .  

 

Приклад 19. 

З восьми карток розрізної абетки “а”, “о”, “і”, “г”, “н”, “р”, “с”, “ь” 

навмання беруть 5 карток і складають їх в порядку вибирання. Яка ймовірність 

отримання слова ”осінь”? 

Розв’язок. Нехай A  – випадкова подія “отримаємо слово ”осінь””. 

За класичним означенням імовірності: 

n

m
)A(P  , 

де n  – кількість всіх рівноможливих несумісних результатів випробування,  

m  – кількість сприятливих події A  результатів випробування. 

Кількість всіх результатів випробування дорівнює кількості способів 

навмання вибрати 5 карток із 8 і скласти їх в порядку вибирання, тобто, 

кількості впорядкованих 5-елементних підмножин з 8-елементної множини 

карток – кількості розміщень з 8 по 5, а саме 5
8An  . 
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Кількість сприятливих події A  результатів випробування m  рівна 1. 

Отримаємо: 

000150
6720

1

45678

1

3

8

1

58

8

11
5
8

,

!

!

)!(

!A
)A(P 






 . 

Відповідь: 000150,)A(P  .  

 

Приклад 20. 

Три стрільці проводять по одному пострілу в ціль, імовірність влучення в 

яку для першого стрільця рівна 60, , для другого – 70, , для третього – 80, . Знайти 

ймовірність того, що: 

1) всі стрільці влучать в ціль; 

2) всі стрільці не влучать в ціль; 

3) один стрілець влучить в ціль; 

4) два стрільці влучать в ціль; 

5) хоча б один стрілець влучить в ціль. 

Розв’язок. Нехай випадкові події: 

A  – “перший стрілець влучить в ціль”, 

B  – “другий стрілець влучить в ціль”, 

C  – “третій стрілець влучить в ціль”. 

Протилежні до цих подій: 

A  – “перший стрілець не влучить в ціль”, 

B  – “другий стрілець не влучить в ціль”, 

C  – “третій стрілець  не влучить в ціль”. 

За умовою задачі 60,)A(P  , 70,)B(P  , 80,)C(P  . 

Тоді 

40601 ,,)A(P  , 

30701 ,,)B(P  , 

20801 ,,)C(P  . 
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При розв’язанні задачі скористаємось знаками: 

  – означає добуток або суміщення чи перетин подій, тобто, що події 

відбудуться одночасно; 

  – означає суму або об’єднання подій, тобто, що відбудеться принаймні 

одна з цих подій. 

1) Випадкова подія “всі стрільці влучать в ціль” полягає в тому, що 

відбудуться одночасно події ,C,B,A  тобто CBA  . 

З умови задачі події C,B,A  незалежні, тому ймовірність їх добутку дорівнює 

добутку їх ймовірностей: 

  3360807060 ,,,,)C(P)B(P)A(PCBAPP   . 

Відповідь: 3360,P  .  

2) Випадкова подія “всі стрільці не влучать в ціль” полягає в тому, що 

відбудуться одночасно події ,C,B,A  тобто CBA  . 

З умови задачі події CBA ,,  незалежні, тому ймовірність їх добутку 

дорівнює добутку їх ймовірностей: 

  0240203040 ,,,,)C(P)B(P)A(PCBAPP   . 

Відповідь: 0240,P  .  

3) Випадкова подія “один стрілець влучить в ціль” полягає в тому, що 

відбудуться несумісні між собою події “перший стрілець влучить в ціль і другий 

– не влучить, і третій – не влучить” або “перший стрілець не влучить в ціль і 

другий – влучить, і третій не влучить”, або “перший стрілець не влучить в ціль і 

другий – не влучить, і третій влучить”, що можна записати за допомогою знаків 

суміщення та об’єднання подій у вигляді 

     CBACBACBA  . 

Знайдемо шукану ймовірність, використовуючи аксіому ймовірності суми 

несумісних подій: 

          
 .CBAP

CBAPCBAPCBACBACBAPP








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З умови задачі події CBACBA ,,,,,  незалежні в сукупності, тому за 

означенням ймовірність їх добутку дорівнює добутку їх ймовірностей. 

Отримаємо: 

.,,,,,,,,,,,,,P 1880096005600360803040207040203060   

Відповідь: 1880,P  .  

4) Випадкова подія “два стрільці влучать в ціль” полягає в тому, що 

відбудуться несумісні між собою події “перший стрілець влучить в ціль і другий 

– влучить, і третій не влучить” або “перший стрілець влучить в ціль і другий – 

не влучить, і третій – влучить”, або “перший стрілець не влучить в ціль і другий 

– влучить, і третій – влучить”, що можна записати у вигляді 

     CBACBACBA  . 

Знайдемо шукану ймовірність, використовуючи аксіому ймовірності суми 

несумісних подій: 

          
 .CBAP

CBAPCBAPCBACBACBAPP








 

Отримаємо: 

.,,,,,,,,,,,,,P 4520224014400840807040803060207060   

Відповідь: 4520,P  .  

5) 1 спосіб. 

Випадкова подія “хоча б один стрілець влучить в ціль” полягає в тому, що 

відбудуться несумісні між собою події “один стрілець влучить в ціль” або “два 

стрільці влучать в ціль”, або “три стрільці влучать в ціль”. 

З пунктів 3), 4), 1) знайдемо шукану ймовірність: 

9760336045201880 ,.,,P  . 

2 спосіб. 

Нехай G  – випадкова подія “хоча б один стрілець влучить в ціль”, тоді G  – 

протилежна до неї подія “всі стрільці не влучать в ціль”. 

Ймовірність події G  рівна 

)G(P)G(P 1 . 
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Використавши пункт 2), знайдемо шукану ймовірність: 

976002401 ,,)G(P  . 

Відповідь: 9760,P  . 

Зауваження. Очевидно, другий спосіб розв’язання коротший. Цей спосіб 

називають способом розв’язання від протилежної події.  

 

Приклад 21. 

Кинуто три гральних кубики. Яка ймовірність того, що на всіх кубиках 

випаде різна кількість зерен? 

Розв’язок. Нехай випадкові події 

A  – “кількість зерен, що випали на першому кубику”, 

B  –“кількість зерен, що випали на другому кубику”, 

C  – “кількість зерен, що випали на третьому кубику”. 

За умовою задачі події C,B,A  залежні. 

За формулою множення шукана ймовірність рівна 

))BA/(C(P)A/B(P)A(P)CBA(P   . 

На першому кубику може випасти довільна кількість зерен, тому за 

класичним означенням імовірності 1
6

6
)A(P . 

На другому кубику не може випасти та кількість зерен, що випала на 

першому кубику, тому за класичним означенням імовірності 
6

5
)A/B(P . 

На третьому кубику не може випасти та кількість зерен, що випала на 

першому кубику і та – що випала на другому, тому за класичним означенням 

імовірності 
6

4
))BA/(C(P  . 

Отримаємо: 

9

5

6

4

6

5
1 )CBA(P  . 

Відповідь: 
9

5
)CBA(P  .  
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Приклад 22. 

В урні містяться 5 однакових кульок з номерами від 1 до 5. Навмання 

витягають по одній 3 кульки. Знайти ймовірність того, що послідовно з’являться 

кульки з номерами 1, 2, 3, якщо кульки витягають: 

а) без повернення; 

б) з поверненням. 

Розв’язок. Нехай випадкові події 

A  – “з’явиться кулька з номером 1”, 

B  –“ з’явиться кулька з номером 2”, 

C  – “з’явиться кулька з номером 3”. 

а) За умовою задачі події CBA ,,  залежні. 

За формулою множення шукана ймовірність рівна 

))BA/(C(P)A/B(P)A(P)CBA(P   . 

За класичним означенням імовірності першою з’явиться кулька з номером 

1 з ймовірністю 
5

1
)A(P . 

Умовна ймовірність того, що другою з’явиться кулька з номером 2, при 

умові що вже витягли першу кульку з номером 1, рівна 
4

1
)A/B(P , так як в урні 

залишилось чотири кульки і одна з них з номером 2. 

Третьою з’явиться кулька з номером 3, при умові, що першою з’явиться 

кулька з номером 1 і другою з’явиться кулька з номером 2, з умовною 

ймовірністю 
3

1
))BA/(C(P  , так як в урні залишилось три кульки і одна з них з 

номером 3. 

Отримаємо: 

60

1

3

1

4

1

5

1
)CBA(P  . 

Відповідь: 
60

1
)CBA(P  .  
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б) За умовою задачі події C,B,A  незалежні. 

За формулою множення шукана ймовірність рівна 

)C(P)B(P)A(P)CBA(P  . 

За класичним означенням імовірності першою з’явиться кулька з номером 

1 з ймовірністю 
5

1
)A(P . 

Другою з’явиться кулька з номером 2 з ймовірністю 
5

1
)B(P , так як в урну 

повернули першу кульку і серед п’яти кульок – одна з номером 2. 

Третьою з’явиться кулька з номером 3 з ймовірністю  
5

1
CP , так як в урну 

повернули другу кульку і серед п’яти кульок – одна з номером 3. 

Отримаємо: 

125

1

5

1

5

1

5

1
)CBA(P  . 

Відповідь: 
125

1
)CBA(P  .  

 

Приклад 23. 

Пасажир для придбання квитка може навмання звернутись до однієї з трьох 

кас. Ймовірності наявності квитка в касах відповідно рівні 6,0 , 7,0 , 8,0 . Яка 

ймовірність того, що придбаний квиток буде з першої каси? 

Розв’язок. Нехай випадкові події: 

A  – “пасажир придбає квиток”, 

1H  – “пасажир вибере для купівлі квитка першу касу”, 

2H  – “пасажир вибере для купівлі квитка другу касу”, 

3H  – “пасажир вибере для купівлі квитка третю касу”. 

За умовою задачі події 321 H,H,H  утворюють повну групу, так як 

вичерпують всі можливі результати в даному випробуванні, а отже, 

1
3

1


i

i )H(P . 
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Також, за умовою задачі події 321 H,H,H  рівноможливі, тобто, жодна з подій 

не має переваг появи при випробуванні, тому вони мають однакові ймовірності: 

3

1
321  )H(P)H(P)H(P . 

За умовою задачі умовні ймовірності 

601 ,)H/A(P   – “пасажир придбає квиток при умові, що він вибере для 

купівлі першу касу”, 

702 ,)H/A(P   – “пасажир придбає квиток при умові, що він вибере для 

купівлі другу касу”, 

803 ,)H/A(P   – “пасажир придбає квиток при умові, що він вибере для 

купівлі третю касу”. 

За формулою повної ймовірності 

  .,
,

,,,

,,,)H/A(P)H(P)A(P i
i

i

70
3

12
807060

3

1

80
3

1
70

3

1
60

3

13

1




  

Імовірність події “придбаний квиток буде з першої каси” знайдемо за 

формулою Байєса: 

.
,

,

)A(P

)H/A(P)H(P
)A/H(P

7

2

7

10

10

6

3

1

10

7
10

6

3

1

70

60
3

1

11
1 







  

Відповідь: 
7

2
1 )A/H(P .  

 

Приклад 24. 

Три автомати виготовляють однакові деталі, які подаються на спільний 

конвеєр. Продуктивність першого автомата в 2 рази більша продуктивності 

другого, а продуктивність другого автомата в 3 рази більша продуктивності 

третього. Перший автомат виготовляє в середньому 90 % деталей відмінної 

якості, другий – 95 %, а третій – 99 %, Яка ймовірність того, що навмання взята 

з конвеєра деталь виготовлена другим автоматом, якщо вона має відмінну якість 
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? 

Розв’язок. Нехай випадкові події 

A  – “взяли деталь відмінної якості”, 

1H  – “деталь виготовлена першим автоматом”, 

2H  – “деталь виготовлена другим автоматом”, 

3H  – “деталь виготовлена третім автоматом”. 

За умовою задачі події 321 H,H,H  – гіпотези – утворюють повну групу, так 

як вичерпують всі можливі результати в даному випробуванні, а отже, 

1321  )H(P)H(P)H(P . 

Позначивши через N  продуктивність третього автомата, запишемо 

кількість деталей, що подаються на конвеєр, за допомогою наступної схеми: 

                                    N10

деталей N   - автомат ІІІ

деталей 3N   - автомат ІІ 

 деталей 6N   - автомат І









 деталей. 

За класичним означенням імовірності гіпотез рівні 

60
10

6

10

6
1 ,

N

N
)H(P  , 

30
10

3

10

3
2 ,

N

N
)H(P  , 

10
10

1

10
3 ,

N

N
)H(P  . 

Перевірка. 1103060  ,,, . 

За умовою задачі умовні ймовірності рівні 

90
100

90
1 ,)H/A(P  , 

950
100

95
2 ,)H/A(P  , 

990
100

99
3 ,)H/A(P  . 

За формулою повної ймовірності 

 )H/A(P)H(P)H/A(P)H(P)H/A(P)H(P)A(P 332211  
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92400990285054099010950309060 ,,,,,,,,,,  . 

Імовірність події “взята з конвеєра деталь відмінної якості виготовлена 

другим автоматом” знайдемо за формулою Байєса: 

308

95

924

953

9240

9503022
2 







,

,,

)A(P

)H/A(P)H(P
)A/H(P . 

Відповідь: 
308

95
2 )A/H(P . 

 

Приклад 25. 

В урні було 6 чорних і 4 білих кульки. З неї випадковим чином вийняли 3 

кульки. Яка ймовірність того, що вийняті після цього 2 кульки виявляться 

білими? 

Розв’язок. Введемо позначення “Б” – вийняли білу кульку, “Ч” – вийняли 

чорну кульку. 

Нехай випадкові події 

A  – “вийняті в кінці 2 кульки виявляться білими”, 

1H  – “БББ”, 

2H  – “ЧББ” або “БЧБ”, або “ББЧ”, 

3H  – “ЧЧБ” або “ЧБЧ”, або “БЧЧ” 

4H  – “ЧЧЧ”. 

За умовою задачі події 4321 H,H,H,H  – гіпотези – утворюють повну групу, 

так як вичерпують всі можливі результати в даному випробуванні, а отже, 

1
4

1


i

i )H(P . 

Знайдемо ймовірності гіпотез за формулою множення: 

720

24

8

2

9

3

10

4
1 )H(P , 

     
720

216

8

3

9

4

10

6
32 )H(P , 

720

360

8

4

9

5

10

6
33 )H(P , 
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720

120

8

4

9

5

10

6
4 )H(P . 

Перевірка. 1
720

720

720

120

720

360

720

216

720

24
 . 

Аналогічно, знайдемо умовні ймовірності: 

00
7

1
1 )H/A(P , 

42

2

6

1

7

2
2 )H/A(P , 

42

6

6

2

7

3
3 )H/A(P , 

42

12

6

3

7

4
4 )H/A(P . 

За формулою повної ймовірності 


 42

12

720

120

42

6

720

360

42

2

720

216
0

720

244

1

)H/A(P)H(P)A(P i
i

i  

15

2

30

4

2130

84

21

6

30

5

21

3

30

15

21

1

30

9



 . 

Відповідь: 
15

2
)A(P .  

Контрольні завдання. 

 

XIII, ХIV завдання. 

 

Завдання 1. В урні знаходиться а білих і b чорних куль. З урни послідовно 

виймають 2 кулі. Знайти ймовірність, що обидва різних кольорів. Розглянути 2 

ситуації: 

а) перший шар повертають в урну, 

б) перший шар не повертають в урну. 

 

Завдання 2. У двох ящиках знаходяться деталі. У першому ящику 1a  

стандартних і 1b  нестандартних деталей. У другому ящику 2a  стандартних і 2b  

нестандартних деталей. З першого ящика випадково вийняли деталь і перенесли 
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у другий ящик. Після цього для контролю з другого ящика вийняли деталь. 

Знайти ймовірність, що ця деталь – стандартна. 

 

Варіанти значень параметрів контрольних завдань 
              

№ вар. 

значень     
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

a  2 4 5 5 4 5 6 7 5 4 2 4 5 5 4 

b  4 3 6 4 6 3 7 8 9 9 4 3 6 4 6 

1a  2 3 2 4 3 4 5 4 4 5 2 3 2 4 3 

1b  3 2 4 2 4 3 4 5 2 2 3 2 4 2 4 

2a  3 2 3 2 2 3 2 2 3 4 3 2 3 2 2 

2b  4 4 1 3 4 2 3 4 4 5 4 4 1 3 4 

 

 

 

 

 

 

 
                        

№ вар. 

значень     
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 283 29 30 

a  2 3 5 5 4 4 6 7 5 4 2 4 5 5 4 

b  4 3 6 4 5 3 7 9 9 9 3 3 5 4 5 

1a  2 3 2 4 3 5 5 4 4 3 2 1 2 4 3 

1b  3 5 4 2 2 3 4 4 2 2 1 2 4 2 2 

2a  1 2 2 2 2 2 2 2 3 4 2 2 5 2 2 

2b  4 4 1 3 3 2 3 3 4 5 3 4 1 3 1 

 

 

 

 

Випадкові величини. 

Приклади розв’язання задач. 

Задача 26. Дискретна випадкова величина Х задана законом розподілу: 

ix  2 3 4 6 8 

iP  
64

4  
64

8  
64

20  
64

16  
64

16  
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Для випадкової величини X : 

1) побудувати многокутник розподілу; 

2) знайти: 

а) математичне сподівання; 

б) дисперсію і середнє квадратичне відхилення. 

Розв’язок. 

1) Побудуємо многокутник розподілу на рис. : 

 

Рис. 

 

2) а) математичне сподівання випадкової величини X  будемо шукати за 

формулою: 

 


n

i
ii pxMX

1

. 

Отримаємо: 

255
4

21

64

336

64

16
8

64

16
6

64

20
4

64

8
3

64

4
2 ,MX  . 

б) Дисперсію випадкової величини X  шукатимемо за формулою: 

2

1

2 )MX(pxDX
n

i
ii  



. 

Отримаємо: 











2

22222

4

21

64

16
8

64

16
6

64

20
4

64

8
3

64

4
2DX  

64/20  
64/16  

2 0 

P 

Х 

3 4 6 8 

1 

64/8  
64/4  
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81253
16

61

16

441

64

2008
, . 

Середнє квадратичне відхилення рівне DXX  . 

Отже, 95181253 ,,X  .  

 

Задача 27. 

Приклад 1. 

Випадкова величина X  задана функцією розподілу 


































.xпри

,xприx
x

k

,xпри

)x(F

31

303
3

2

00

3

 

Знайти: 

1) множник k ; 

2) щільність розподілу )x(p ; 

3) математичне сподівання випадкової величини X ; 

4) дисперсію випадкової величини X ; 

5) середнє квадратичне відхилення випадкової величини X ; 

6) імовірність попадання випадкової величини X  в інтервал ),( ba  при 

2,1  ba . 

7) Побудувати графіки функції розподілу та щільності розподілу. 

Розв’язок. 1), 2) Щільність розподілу рівна першій похідні від функції 

розподілу: 













































.xпри

,xпри)x(c

,xпри

.xпри

,xприxc

,xпри

)x(F)x(p

30

3032

00

30

3033
3

2

00

22  

Множник k  шукатимемо, скориставшись властивістю щільності розподілу 

випадкової величини X : 

 




1dx)x(k . 
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За межами відрізка  30,  функція 0)x(p , тому 

  




3

0

2 32 dx)x(kdx)x(p  

12703
3

02
33

3

32

0

3
3

3

2 333































































 kkx

x
k . 

Знайдемо 
27

1
k . 

Тоді щільність розподілу рівна 





















.xпри

,xпри)x(

,xпри

)x(p

30

3032
27

1

00

2   

3) Математичне сподівання випадкової величини X  шукатимемо за 

формулою 






dx)x(xpMX . 

Отримаємо 














  

0

3

2
3

4
2

27

1
32

27

1
32

27

1 243

0

3
3

0

2 xx
dx)xx(dx)x(xMX  

2
2

4

2

133

2

33

3

1

2

03

4

02

2

33

4

32

27

1 334

3

2424


































 















 





)(
.  

4) Дисперсію випадкової величини X  шукатимемо за формулою 

22 )MX(dx)x(pxDX  




. 

Отримаємо 

   432
27

1
232

27

1 3

0

242
3

0

22 dx)xx(dx)x(xDX  






























































 40

5

02
3

5

32

27

1
4

0

3

3
3

5
2

27

1 3
5

3
535 xx

 

.
5

3
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5
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5

32

3

3
43

5

332

3

1
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5

32

27

1 2

3

3
3
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3

3
5



















































   

5) Середнє квадратичне відхилення випадкової величини X  шукатимемо за 
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формулою DXX  . 

Отримаємо 

77460
5

3
,X  .  

6) Імовірність попадання випадкової величини X  в інтервал )b,a(  знайдемо 

за формулою 

  )a(F)b(FbXaP  . 

При 21  b,a  отримаємо 

  














1

2
3

3

2

27

1
1221

3

x
x

)(F)(FXP  

















































 13

3

12
23

3

22

27

1 33

 

81

23

3

23

27

1
3

3

14

27

1
3

3

2
6

3

16

27

1


















 .  

7) Знайдемо значення функції розподілу при 0x  і при 3x : 

003
3

02

27

1

0
3

3

2

27

1
0

33


































x
x

x
)(F , 

  112
3

1
33

3

32

27

1

3
3

3

2

27

1
3

33


































x
x

x
)(F . 

Побудуємо графік функції розподілу )(xF : 

 

Знайдемо значення щільності розподілу при 0x  і при 3x : 

0 

1 

( )F x  

 x 

3 
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   
9

1

27

3
302

27

1

0
32

27

1
0 22 




x
x)(p , 

   
9

7

27

21
332

27

1

3
32

27

1
3 22 




x
x)(p . 

Побудуємо графік щільності розподілу )x(p : 

 

 

 

Задача 28. Для нормально розподіленої випадкової величини X  з 

математичним сподіванням a , середнім квадратичним відхиленням   знайти: 

1) ймовірність попадання в інтервал ),(  ; 

2) ймовірність того, що абсолютна величина відхилення aX   буде 

меншою за  , 

якщо 76243   ,,,,a . 

Розв’язок. 1) Імовірність попадання нормально розподіленої випадкової 

величини X  в інтервал ),(   знайдемо за формулою  

  






 








 











aa
XP , 

де )x(  – функція Лапласа. 

Отримаємо 

     250750
4

1

4

3

4

32

4

36
62 ,,XP 







 

















 








 
 . 

Значення функції )(x  знайдемо за таблицею 3 додатків: 

0 

1/9 

( )p x  

 x 

3 

7/9 
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    098710250273370750 ,,,,,  . 

Отримаємо 

  37208009871027337062 ,,,XP  .  

2) Знайдемо ймовірність того, що абсолютна величина відхилення aX   

буде меншою за  , скориставшись формулою ймовірності попадання 

нормально розподіленої випадкової величини X  в інтервал ),(  : 

       aXaPaXPaXP  








 

















 








 
















 aaaa
. 

Так як функція Лапласа непарна, отримаємо 

  






































 2aXP . 

Для даної випадкової величини матимемо 

    91988045994027512
4

7
273 ,,,XP 








 .  

       

Контрольні завдання. 

 

Завдання ХV. Дискретна випадкова величина Х задана законом розподілу: 

 

ix  -1 0 1 2 

iP  
1P  

2P  3P  
4P  

1) побудувати многокутник розподілу; 

2) знайти: 

а) математичне сподівання; 

б) дисперсію і середнє квадратичне відхилення. 

 

 

Завдання ХVI. Неперервна випадкова величина Х задана функцією  

 
















Rx,

Rx,
k

x
x,

xF

0

0

00

. 

Знайти: 



 67 

1) множник k ; 

2) щільність розподілу )x(p ; 

3) математичне сподівання випадкової величини X ; 

4) дисперсію випадкової величини X ; 

5) середнє квадратичне відхилення випадкової величини X ; 

6) імовірність попадання випадкової величини X  в інтервал )d,c( . 

7) Побудувати графіки функції розподілу та щільності розподілу. 

 

Завдання ХVII. Для нормально розподіленої випадкової величини X  з 

математичним сподіванням a , середнім квадратичним відхиленням   знайти: 

ймовірність потрапляння в інтервал ),(  ; 

 

Варіанти значень параметрів контрольних завдань. 

 
                  № вар. 

значень     
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1р  0,2 0,15 0,1 0,2 0,3 0,1 0,2 0,1 0,2 0,1 

2р  0,3 0,25 0,4 0,4 0,4 0,3 0,3 0,25 0,3 0,5 

3р  0,3 0,3 0,3 0,15 0,1 0,4 0,4 0,3 0,4 0,3 

4р  0,2 0,3 0,2 0,25 0,2 0,2 0,1 0,35 0,1 0,1 

с  -0,5 -0,2 -0,8 -0,3 -0,4 0,2 0,1 -0,1 0,2 -0,1 

d  0,4 1,2 1,8 0,7 1,2 1,2 1,5 0,5 1,3 1,1 

R  2 1 3 1/2 1/4 1/3 1/5 2/5 3/4 2/3 

a  10 9 8 7 6 5 4 3 2 2 

  4 5 1 2 3 1 5 2 5 4 

  2 5 4 3 2 1 2 3 4 6 
  13 14 9 10 11 12 11 10 9 10 

 
                  № вар. 

значень     
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1р  0,1 0,25 0,15 0,21 0,4 0,15 0,23 0,15 0,25 0,15 

2р  0,3 0,25 0,35 0,39 0,4 0,3 0,3 0,25 0,3 0,45 

3р  0,4 0,3 0,3 0,15 0,1 0,35 0,4 0,3 0,35 0,3 

4р  0,2 0,2 0,2 0,25 0,1 0,2 0,07 0,3 0,1 0,1 

с  -0,5 -0,2 -0,8 -0,3 -0,4 0,2 0,1 -0,1 0,2 -0,1 

d  0,4 1,2 1,8 0,7 1,2 1,2 1,5 0,5 1,3 1,1 

R  2 1 3 1/2 1/4 1/3 1/5 2/5 3/4 2/3 
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a  10 9 8 7 6 5 4 3 2 2 

  4 5 1 2 3 1 5 2 5 4 

  2 5 4 3 2 1 2 3 4 6 
  10 12 19 11 10 11 10 15 19 8 

 

 
                  № вар. 

значень     
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

1р  0,24 0,15 0,1 0,2 0,3 0,15 0,1 0,1 0,25 0,2 

2р  0,3 0,25 0,45 0,4 0,35 0,3 0,2 0,25 0,3 0,4 

3р  0,26 0,3 0,3 0,1 0,15 0,4 0,5 0,35 0,4 0,3 

4р  0,2 0,3 0,15 0,3 0,2 0,15 0,2 0,3 0,05 0,1 

с  -0,6 -0,2 -0,4 -0,1 -0,5 0,3 0,15 -0,15 0,1 0,1 

d  0,4 1,2 1,8 0,7 1,2 1,2 1,5 0,5 1,3 1,1 

R  2 1 3 1/2 1/4 1/3 1/5 2/5 3/4 2/3 

a  10 9 8 7 6 5 4 3 2 2 

  4 5 1 2 3 1 5 2 5 4 

  2 5 4 3 2 1 2 3 4 6 
  16 17 9 8 9 6 8 7 19 30 

 

 

Математична статистика. 

Приклад 29. Отримано статистичний розподіл: 

 

Номер інтервалу 1 2 3 4 5 6 

Частковий 

інтервал 
0 – 5 

5 – 

10 

10 – 

15 

15 – 

20 

20 – 

25 

25 – 

30 

Частота 4 12 20 28 24 22 

 

Побудувати: 

1) гістограму частот; 

2) емпіричну функцію розподілу. 

Знайти: 



 69 

а) вибіркове середнє; 

б) вибіркову дисперсію; 

в) вибіркове середнє квадратичне відхилення. 

Розв’язок. 1) Побудуємо гістограму частот – кусково-сталу функцію, яка 

приймає на кожному з k  рівних інтервалів довжиною h  значення 
h

ni , 

де 
k

xx
h n 1
 , 

ix , ni ,...,1 ,– спостережне значення – варіанта вибірки; 

in  – частота варіанти ix . 

За умовою задачі кількість інтервалів 6k , довжина інтервалу 5h . 

Знайдемо значення 
h

ni  – щільності частот: 

 

Номер інтервалу 1 2 3 4 5 6 

Частковий 

інтервал 
0 – 5 

5 – 

10 

10 – 

15 

15 – 

20 

20 – 

25 

25 – 

30 

Частота 4 12 20 18 24 22 

Щільність частоти 
5

4
 

5

12
 

5

20
 

5

18
 

5

24
 

5

22
 

 

На осі абсцис відкладемо часткові інтервали, а на осі ординат – 

щільності частот: 
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Зауваження. Площа фігури, обмеженої гістограмою частот і віссю абсцис, 

рівна сумі всіх частот, тобто об’єму вибірки.  

2) Знайдемо емпіричну функцію розподілу. 

Емпіричну функцію розподілу; яка задає для кожного значення x  відносну 

частоту події { }X x , визначають співвідношенням: 

*( )

i

i

x x

1
F x n

n 

  . 

Знайдемо об’єм вибірки: 

  10022241820124inn . 

Так як об’єм вибірки великий і її варіанти розбиті на інтервали, то при 

знаходженні емпіричної функції розподілу вважатимемо, що на кожному 

інтервалі значення варіанти рівне середньому арифметичному кінців інтервалу, 

а саме: 

 

Номер інтервалу 1 2 3 4 5 6 

2,4 

5 0 15 

х 

in

h
 

3,6 

 

10 

0,8 

4 

20 25 30 

4,4 

4,8 
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Варіанта ix  2,5 7,5 12,5 17,5 22,5 27,5 

Частота in  4 12 20 18 24 22 

 

Найменша варіанта дорівнює 5,21 x , отже 

0)(* xF  при 5,2x . 

Значення 5,7X  спостерігалось 4 рази при 5,21 x , отже 

100

4
)(* xF  при 5,75,2  x . 

Значення 5,12X  спостерігалось 4 рази при 5,21 x  та 12 разів при 

5,72 x , отже 

100

16

100

124
)(* 


xF  при 5,125,7  x . 

Значення 5,17X  спостерігалось: 

4 рази при 5,21 x , 

12 разів при 5,72 x , 

20 разів при 5,123 x , 

отже 

100

36

100

20124
)(* 


xF  при 5,175,12  x . 

Значення 5,22X  спостерігалось: 

4 рази при 5,21 x , 

12 разів при 5,72 x , 

20 разів при 5,123 x , 

18 разів при 5,174 x , 

отже 

100

54

100

1820124
)(* 


xF  при 5,225,17  x . 
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Значення 5,27X  спостерігалось: 

4 рази при 5,21 x , 

12 разів при 5,72 x , 

20 разів при 5,123 x , 

18 разів при 5,174 x , 

24 рази при 5,225 x , 

отже 

100

78

100

241820124
)(* 


xF  при 5,275,22  x . 

Значення 5,27X  – найбільша варіанта, отже 

1)(* xF  при 5,27x . 

Таким чином, шукана емпірична функція розподілу матиме вигляд: 

































.5,27 при 1,

,5,275,22 при 0,78,

,5,225,17 при 0,54,

,5,175,12 при 0,36,

,5,125,7 при 0,16,

,5,75,2 при 0,04,

,5,2 при 0,

)(*

x

x

x

x

x

x

x

xF  

Побудуємо графік функції 
*( )F x : 

 
2,5 0 

х 

*( )F x  

1 

 

12,5 7,5 17,5 22,5 27,5 

0,16 

0,36 

0,54 

0,78 

0,04 
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а) Знайдемо вибіркове середнє. 

Вибіркове середнє Bx  – число, яке рівне 

k

i i

i 1
B

x n

x
n




. 

Для даної вибірки матимемо: 

1,18)225,27245,22185,17205,12125,745,2(
100

1
Bx .  

б) Знайдемо вибіркову дисперсію. 

Вибіркова дисперсія BD  – число, рівне 

( )
k

2
i B i

i 1
B

x x n

D
n








. 

Для даної вибірки матимемо: 

 18)1,185,17(20)1,185,12(12)1,185,7(4)1,185,2((
100

1 2222
BD

64,53)22)1,185,27(24)1,185,22( 22  .  

в) Знайдемо вибіркове середнє квадратичне відхилення за формулою: 

B BD  . 

Отримаємо: 

32,764,53 B .  

 

Приклад 30. Використовуючи критерій згоди Пірсона, за статистичними 

даними 
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Номер інтервалу 1 2 3 4 5 6 

Частковий 

інтервал 
0 – 5 

5 – 

10 

10 – 

15 

15 – 

20 

20 – 

25 

25 – 

30 

Частота 6 10 33 32 11 8 

 

встановити, чи узгоджуються спостереження із законом: 

а) рівномірного розподілу; 

б) Пуассона; 

в) Гауса. 

За рівень значущості прийняти 05,0 , 01,0 , 1,0  відповідно. 

Розв’язок. а) Застосуємо критерій Пірсона до перевірки гіпотези 0H  про 

рівномірний розподіл генеральної сукупності. 

1) Так як варіанти вибірки розбиті на інтервали, приймемо на кожному 

інтервалі значення варіанти рівним середньому арифметичному кінців 

інтервалу, а саме: 

 

Номер інтервалу 1 2 3 4 5 6 

Варіанта ix  2,5 7,5 12,5 17,5 22,5 27,5 

Частота in  6 10 33 32 11 8 

 

2) Обчислимо імовірності ip , 6,1i , попадання випадкової величини X  в 

кожний з інтервалів, вважаючи, що гіпотеза 0H  вірна: 
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6

1
ip . 

3) В якості критерію перевірки гіпотези вибирають випадкову величину 

( )2k
2 i i
B

ii 1

n p n

p n





 , 

що задає відхилення спостережних частот від гіпотетичних (очікуваних), яка 

при n  збігається до розподілу 2  незалежно від вигляду закону розподілу 

випадкової величини X . 

Для застосування критерію Пірсона необхідно, щоб об’єм вибірки був 

n 50  і ip n 5 ,  ( ,  ,  ...,  )i 1 2 k . Якщо в деяких інтервалах остання умова не 

виконується, то їх треба об’єднати із сусідніми. 

Розв’язок задачі зручно проводити, заповнюючи наступну таблицю: 

 

номер 

інтервалу 

спостережні 

частоти in  

імовірність 

попадання ip  в 

i - інтервал 

очікувані 

частоти 

ip n  

i in p n  
( )2

i i

i

n p n

p n


 

1 6 

6

1
 

6

100
 

6

64
  

6,827 

2 10 

6

1
 

6

100
 

6

40
  

2,667 

3 33 

6

1
 

6

100
 

6

98
 

16,007 

4 32 

6

1
 

6

100
 

6

92
 

14,107 

5 11 

6

1
 

6

100
 

6

34
  

19,267 

6 8 

6

1
 

6

100
 

6

52
  

4,507 



 76 

– 100 in  1 ip  – – ( )2
i i

i

n p n

p n




=63,382 

 

Отже, критерій 382,362 B . 

4) Гіпотеза 0H  узгоджується з результатами спостережень при рівні 

значущості 05,0  і приймається, якщо 

( )2 2
B 1 k l 1     , 

де ( )2
1 k l 1     – квантиль розподілу 2 ; 

6k – число інтервалів; 

l 0  – число невідомих параметрів розподілу, які знаходяться за вибіркою, 

оскільки нема параметрів, які підлягають оцінці за вибіркою. 

Знайдемо за таблицею 5 додатків значення квантиля розподілу 2  за 

рівнем значущості ,0 05   і степенях свободи 51061  lk : 

1,11)5()5()1( 2
95,0

2
05,01

2
1     lk . 

Так як 

)5(2
95,0

2  B , 

то гіпотезу 0H  про згоду спостережень із законом рівномірного розподілу треба 

відхилити.  

б) Застосуємо критерій Пірсона до перевірки гіпотези 0H  про розподіл 

Пуассона генеральної сукупності. 

1) Варіанти вибірки розбиті на інтервали. 

2) Обчислимо імовірності ip , 6,1i , попадання випадкової величини X  в 

кожний з інтервалів, вважаючи, що гіпотеза 0H  вірна. 

Імовірності ip  знаходимо за законом Пуассона 
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( )
!

ix

i i
i

e
p P X x

x



   , 

де оцінка параметра розподілу   рівна вибірковому середньому даної вибірки 

n

nx

x

k

i

ii

B


 1 . 

За умовою задачі 6k , об’єм вибірки 100 inn . 

Обчислимо  , приймаючи на кожному інтервалі значення варіанти рівним 

середньому арифметичному кінців інтервалу: 

153,15
100

85,27115,22325,17335,12105,765,2



 . 

Знайдемо e  при 15 . 

За таблицею 1 додатків 0067,0e-5  , тоді 

733-5-15 1030067,0)e(e  . 

Так як в формулі Пуассона треба, щоб значення варіант були цілими 

числами, заокруглимо їх до цілих чисел, отримаємо: 

 

Номер інтервалу 1 2 3 4 5 6 

Варіанта ix  3 8 13 18 23 28 

 

Обчислимо імовірності ip , 6,1i : 

  0001687,0
!3

15
3

315

1 



e

XPp , 

  019,0
!8

15
8

815

2 



e

XPp , 
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  094,0
!13

15
13

1315

3 



e

XPp , 

  069,0
!18

15
18

1815

4 



e

XPp , 

  013,0
!23

15
23

2315

5 



e

XPp , 

  0008386,0
!28

16
28

2816

6 



e

XPp . 

Зауваження. Так як зроблені вище обчислення досить трудомісткі, зручно 

скористатись, наприклад, програмою Mathcad. 

3) Заповнимо таблицю: 

 

номер 

інтервалу 

спостережні 

частоти in  

імовірність 

попадання ip  в 

i - інтервал 

очікувані 

частоти 

ip n  

i in p n  
( )2

i i

i

n p n

p n


 

1 6 0001687,0  01687,0    

2 10 019,0  9,1    

3 33 094,0  4,9    

4 32 069,0  9,6    

5 11 013,0  3,1    

6 8 0008386,0  08386,0    

– 100 in  1196,0  ip

 

– – ( )2
i i

i

n p n

p n




 

 

Так як для інтервалів 1i , 2i  не виконується умова ip n 5 , то 

результати обчислень величин цих рядків додаються до відповідних величин 

інтервалу 3i . 
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Аналогічно, так як для інтервалів 5i , 6i  не виконується умова ip n 5 , 

то результати обчислень величин цих рядків додаються до відповідних величин 

інтервалу 4i . 

Тоді число інтервалів 2k , так як вказані інтервали треба об’єднати. 

Число невідомих параметрів розподілу Пуассона l 1 , так як визначався 

один параметр   за вибіркою. 

Число степенів свободи 01121  lk  – не може бути нульовим. 

Так як сума обчислених за формулою Пуассона ймовірностей ip  набагато 

менша від 1 та число степенів свободи рівне 0, то гіпотезу 0H  про розподіл 

генеральної сукупності за законом Пуассона відхиляємо.  

в) Застосуємо критерій Пірсона до перевірки гіпотези 0H  про нормальний 

розподіл генеральної сукупності. 

1) Варіанти вибірки розбиті на інтервали за умовою задачі. 

2) Обчислимо імовірності ip , 6,1i , попадання випадкової величини X  в 

кожний з інтервалів, вважаючи, що гіпотеза 0H  вірна. 

Для оцінки параметрів a  і 2  нормального розподілу обчислимо вибіркове 

середнє та виправлену дисперсію, приймаючи на кожному інтервалі значення 

варіанти рівним середньому арифметичному кінців інтервалу: 

3,15
100

85,27115,22325,17335,12105,765,21 







n

nx

x

k

i

ii

B ; 







 


10)3,155,7(6)3,155,2[(
1100

1
)(

1

1 22
6

1

22

i

iBi nxx
n

S  

 ]8)3,155,27(11)3,155,22(32)3,155,17(33)3,155,12( 2222
 

04,38)04(,38
99

3766
 . 

Знайдемо виправлене вибіркове середнє квадратичне відхилення: 
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17,604,382  SS . 

Замінимо найменшу варіанту 0 даної вибірки на  , а найбільшу варіанту 

30 – на  . 

Імовірності ip  знаходимо за формулою: 








 








 
 


S

xx

S

xx
xXxPp BiBi

iii
1

1 )( . 

Скориставшись таблицею 3 додатків для обчислення значень функції )(x , 

отримаємо: 

   






 








 
 67,1

17,6

3,15

17,6

3,155
)5(1 XPp  

04746,05,045254,0)5,0()67,1(  ; 

   






 








 
 67,186,0

17,6

3,155

17,6

3,1510
)105(2 XPp  

14743,045254,030511,0)67,1()86,0(  ; 

 






 








 
 86,0)05,0(

17,6

3,1510

17,6

3,1515
)1510(3 XPp  

  28517,030511,001994,086,0)05,0(  ; 

 






 








 
 05,0)76,0(

17,6

3,1515

17,6

3,1520
)2015(4 XPp  

29631,001994,027637,0)05,0()76,0(  ; 








 








 
 )76,0()57,1(

17,6

3,1520

17,6

3,1525
)2520(5 XPp  
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1221,027637,044179,0  ; 








 








 
 )57,1()(

17,6

3,1525

17,6

3,15
)25(6 XPp  

05821,044179,05,0  . 

3) Заповнимо таблицю: 

 

номер 

інтервалу 

спостережні 

частоти in  

імовірність 

попадання ip  в 

i - інтервал 

очікувані 

частоти 

ip n  

i in p n  
( )2

i i

i

n p n

p n


 

1 6 04746,0  4,746 1,254  

2 10 14743,0  14,743 -4,743  

3 33 28517,0  28,517 4,418  

4 32 29631,0  29,631 2,369  

5 11 1221,0  12,21 -1,21  

6 8 05821,0  5,821 2,179  

– 100 in  84679,0 ip  – – ( )2
i i

i

n p n

p n




 

 

Так як для інтервалу 1i  не виконується умова ip n 5 , то результати 

обчислень величин ip n  та i in p n  цього рядка додаються до відповідних 

величин інтервалу 2i : 

489,19743,14746,4 npi , 

i in p n = 489,3743,4254,1  . 

Отримаємо: 
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номер 

інтервалу 

очікувані 

частоти 

ip n  

i in p n  
( )2

i i

i

n p n

p n


 

1 489,19  489,3  0,625 

2 28,517 4,418 0,684 

3 29,631 2,369 0,189 

4 12,21 -1,21 0,12 

5 5,821 2,179 0,816 

– – – ( )2
i i

i

n p n

p n




=2,434 

 

Отже, критерій 434,22 B . 

4) Число інтервалів 5k ; число невідомих параметрів розподілу l 2 , так 

як за вибіркою оцінювали математичне сподівання і дисперсію нормального 

розподілу. 

Знайдемо за таблицею 5 додатків значення квантиля розподілу 2  за 

рівнем значущості ,0 1   і степенях свободи 21251  lk : 

61,4)2()2()1( 2
9,0

2
1,01

2
1     lk . 

Так як 

)2(2
9,0

2  B , 

то гіпотеза 0H  про нормальний розподіл генеральної сукупності приймається. 

 

 

Приклад 31. За вибіркою, заданою таблицею 
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X  0 3 6 10 11 15 19 

Y  12 11 7 6 2 0 -4 

 

а) визначити коефіцієнт кореляції; 

б) при 05,0  перевірити значущість кореляційної залежності; 

в) знайти рівняння лінійної регресії bkxy   і побудувати графік. 

Розв’язок. а) Вибірковий коефіцієнт кореляції обчислимо за формулою: 

YX

i

n

i

i

B
n

yyxx




)()(
1






 , 

де 



k

i

ix
n

x
1

1
 – вибіркове середнє ознаки X , 





k

i

iy
n

y
1

1
 – вибіркове середнє ознаки Y , 

n  – об’єм вибірки, 

( )2 2 2
X x x    – вибіркова дисперсія ознаки X , 





n

i

ix
n

x
1

22 1
, 

( )2 2 2
Y y y    – вибіркова дисперсія ознаки Y , 





n

i

iy
n

y
1

22 1
. 

Об’єм вибірки 7n . 

Обчислимо: 





7

1

6419151110630
i

ix , 
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34402671112
7

1


i

iy , 





7

1

22222222 85219151110630
i

ix , 





7

1

22222222 370)4(02671112
i

iy . 

Знайдемо: 

7

64
x ,    

7

34
y , 

49

4096

7

64
)(

2
2 








x ,    

49

1156

7

34
)(

2
2 








y , 

7

8522 x ,    
7

3702 y , 

49

1868

49

4096

7

8522 X ,    
7

1868

49

18682  XX  , 

49

1434

49

1156

7

3702 Y ,    
7

1434

49

14342  YY  , 






































 7

34
11

7

64
3

7

34
12

7

64
0)()(

7

1

yyxx i

i

i  
























































7

34
2

7

64
11

7

34
6

7

64
10

7

34
7

7

64
6  






































49

330

49

1849

49

3200

7

34
4

7

64
19

7

34
0

7

64
15  

49

11263

49

4278

49

1394

49

260

49

48
 , 

983,0
868,37220,437

11263

7

1434

7

1868
7

49

11263










B .  

Зауваження. Вибірковий коефіцієнт кореляції за своїми властивостями 

11  B  і 0 , якщо випадкові величини X  та Y  незалежні.  
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б) При 05,0  перевіримо значущість кореляційної залежності 

випадкових величин X  та Y , тобто перевіримо нульову гіпотезу :0H 0   при 

альтернативній :1H 0  . 

Для цього треба обчислити спостережне значення критерію 

2
1 2




 nt

B

B
спост




. 

Якщо 

)2(2/1   nttспост  , 

де )2(2/1  nt   – квантиль розподілу Стьюдента порядку 2/1   з числом 

степенів свободи 2 nk , 

то зв’язок між величинами X  та Y  при рівні значущості   вважається 

значущим. 

Обчислимо значення критерію: 

972,115
983,01

983,0
27

)983,0(1

983,0

22








спостt . 

За таблицею 6 додатків знаходимо значення квантиля розподілу Стьюдента 

за рівнем значущості ,0 05   і степенях свободи 527 k : 

571,2)5()5()2( 975,02/05,012/1   ttnt  . 

Так як 

)5(975,0ttспост  , 

то гіпотезу 0H  відхиляємо і приймаємо гіпотезу 1H . 

Отже, кореляційний зв’язок статистично значущий.  

в) Знайдемо рівняння лінійної регресії bkxy  . 

Для визначення оцінок параметрів лінійної регресії скористаємось 

формулами: 
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2

11

2

1 11






















 



 

n

i

i

n

i

i

n

i

n

i

i

n

i

iii

xxn

yxyxn

k , 

n

xky

b

n

i

n

i

ii 
 



 1 1 . 

Обчислимо: 

81)4(1901521161076113120
7

1


i

ii yx . 

Отримаємо: 

86,0
648527

3464817
2





k , 

72,12
7

64)86,0(34



b . 

Отже, рівняння регресії матиме вигляд: 

72,1286,0  xy . 

На координатній площині зобразимо кореляційне поле – позначимо дані за 

умовою вибіркові точки ),( ii yx , 7,...,1i , і побудуємо відповідну пряму 

регресії: 
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                                                                                                                     Додаток 

1. 

П о х і д н а 

Правила диференціювання: 

1) ;consty    .y 0  

2) ;cuy          .constc   ucy   

3) ;vuy    vuy   

4) ;vuy    vuvuy   

5) ;
v

u
y    

2v

vuvu
y


  

6) )u(fy  ,   )x(u      xufy   

 

Таблиця основних похідних елементарних функцій: 
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                                                                                                                    Додаток 

2. 

 

Основні правила інтегрування: 

1)    ;C)x(f)x(dfdx)x(f  

       .dx)x(f)C)x(F(ddx)x(fd  

2)     .dx)x(dx)x(fdx)x()x(f   

1) ;xy   2) .xy 1   

3) ;xsiny   4) .xcosy   

5) ;xcosy   6) .xsiny   

7) ;tgxy   8) .
xcos

y
2

1
  

9) ;ctgxy   10) .
xsin

y
2

1
  

11) ;xarcsiny   12) .
x

y
21

1


  

13) ;xarccosy   14) .
x

y
21

1


  

15) ;arctgxy   16) .
x

y
21

1


  

17) ;arcctgxy   18) .
x

y
21

1


  

19) ;ay x  20) alnay x . 

   21)      ;ey x  22)           ;ey x  

   23) ;xlogy a          24)     .
alnx

y
11

  

     25) ;xlny          26)      .
x

y
1

  
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3)   ,dx)x(fadx)x(af      .consta   

4) якщо   ,C)x(Fdx)x(f то   C)bax(F
a

dx)bax(f
1

 при умові, що ,a  b  - 

постійні числа, .0a  

5) якщо   C)x(Fdx)x(f  та )x(u   - будь-яка диференційована функція, то 

  C)u(Fdu)u(f . 

 

Таблиця інтегралів від елементарних функцій: 

 

1)  





)(,С
x

dxx 1
1

1





  2) .Cxln

x

dx
  

3)   .C
aln

a
dxa

x
x  

4)   .Cedxe xx  

5)   .Cxcosxdxsin  6)   .Cxsinxdxcos  

7)   .Ctgx
xcos

dx
2

 8)   .Cctgx
xsin

dx
2

 

9)   C
x

tgln
xsin

dx

2
 10) .C

x
tgln

xcos

dx
 










42


 

11)  


.C
a

x
arctg

axa

dx 1
22

  12)  


.C
a

x
arcsin

xa

dx

22
 

13)  






.C

ax

ax
ln

axa

dx

2

1
22

                                        14) Cxxln
x

dx







2

2
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