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Передмова 
 
 Теоретична механіка – загальнонаукова дисципліна, яка займає 
важливе місце в вузівській програмі фундаментальної підготовки 
спеціалістів. Її розділи “Статика” і ”Кінематика” – відносно самостійні 
частини курсу, які використовується для вивчення багатьох предметів. 
 Необхідною умовою успішного оволодіння курсом є виконання 
індивідуальних домашніх завдань. Задачі треба розв’язувати на протязі 
семестру відразу після розгляду відповідної теми на лекціях, чи 
практичних заняттях. 
 Поточний контроль відбувається шляхом розв’язання типових 
задач курсу на контрольних і самостійних роботах, які проводяться 
після закінчення розділів “Статика” і ”Кінематика”. У посібнику сфор-
мульовані типові багатоваріантні задачі та приведені приклади їх 
розв’язання. 
 Посібник відповідає діючій робочій програмі з теоретичної 
механіки, призначений для студентів машинобудівних, будівельних, 
транспортних спеціальностей і може бути використаний як в 
навчальному процесі, так і в інженерній практиці. 
 Дані для розрахунків брати з таблиці варіантів до кожної задачі 
згідно номеру залікової книжки. Наприклад: 

номер залікової книжки – 6.092304150. 

Останній цифрі 0 відповідає номер рисунка, а передостанній 5 – номер 
рядку в таблиці вихідних розрахункових даних. 
 Зауваження: 
- роботи, виконані не за варіантом, або несамостійно не 

зараховуються; 
- допускається видача інших варіантів лектором, або викладачем, 

що проводить практичні заняття – на першій лекції, або на 
першому практичному занятті. 

 В основу навчального посібника покладені багатоваріантні задачі 
С1,…С4, К1,…,К4 з методичних вказівок Тарга С.М. [6]. Умови задач 
перекладені українською мовою, рисунки поліпшені комп’ютерним 
набором. Докорінним чином змінено методику розв’язання задач – 
створено типову методику, як правило складену із 5 пунктів, що 
полегшує процес розв’язання задач і запам’ятовування методик. Задачі 
С1,…С4, К1 обов’язково повинні підтверджуватись розрахунками в 
середовищі Mathcad. 
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Задача С1 – рівновага довільної плоскої системи сил 
прикладених до одного тіла 

 
1.1. Умова задачі, розрахункові дані 

 
 Умова задачі. Жорстка рама розташована в вертикальній площині 
(рис. С1.0 – С1.9, табл. С1), шарнірно закріплена в точці А, а в точці В 
прикріплена або до невагомого стрижня з шарнірами на кінцях, або до 
шарнірної опори на катках. 
 В точці С до рами прив’язаний трос, перекинутий через блок і до 
якого підвішений вантаж вагою Р=25 кН. На раму діє пара сил з 
моментом М=100 кН·м і дві сили, величина, напрямок і точка 
прикладання яких вказані в таблиці С1. 
 Знайти: реакції в’язей в точках А, В, викликані діючими наванта-
женнями. При розрахунках прийняти, що а=0,5 м. 
 
 

Таблиця С1 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

Сили 

101 F  кН 202 F  кН 303 F  кН 404 F  кН 

Номер 
умови Т

оч
ка

 
пр
ик
ла
да
нн
я 

α 1
, г
ра
д 

Т
оч
ка

 
пр
ик
ла
да
нн
я 

α 2
, г
ра
д 

Т
оч
ка

 
пр
ик
ла
да
нн
я 

α 3
, г
ра
д 

Т
оч
ка

 
пр
ик
ла
да
нн
я 

α 4
, г
ра
д 

0 H 30 -- -- -- -- K 60 
1 -- -- D 15 E 60 -- -- 
2 K 75 -- -- -- -- E 30 
3 -- -- K 60 H 30 -- -- 
4 D 30 -- -- -- -- E 60 
5 -- -- H 30 -- -- D 75 
6 E 60 -- -- K 15 -- -- 
7 -- -- D 60 -- -- H 15 
8 H 60 -- -- D 30 -- -- 
9 -- -- E 75 K 30 -- -- 
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Рис. С1.0 

 
 

 
Рис. С1.1 

 
 

 
Рис. С1.2 

 
 

 
Рис. С1.3 

 
 

 
Рис. С1.4 

 
Рис. С1.5 
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Рис. С1.6 

 

 
Рис. С1.7 

 

 
Рис. С1.8 

 
Рис. С1.9 

 
1.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 

 
 Задача С1 – на рівновагу тіла під дією довільної плоскої системи 
сил. При розв’язанні задачі врахувати, що натяг обох віток нитки, 
перекинутої через блок, коли тертям нехтують, буде однаковий. Рів-
няння моментів буде більш простим (містити менше невідомих), якщо 
моменти знаходити відносно точок, в яких перетинаються лінії дії двох 

реакцій в’язей. Силу iF


 необхідно розкласти на складові ixF


 та iyF


 

(проекції сили) спрямовані вздовж відповідних координатних осей і 
моменти визначати для знайдених складових. Тоді за теоремою 
Варіньона: 

)()()( iyOixOiO FMFMFM


 . 
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1.3. Приклад розв’язання задачі С1 
 

 Умова задачі. Жорстка рама розташована в вертикальній площині 
і шарнірно закріплена в точці А, а в точці Е прикріплена до шарнірної 
опори на катках. Cхеми прикладання сил до рами та її розміри 
приведені на рис. С1а-C1в. 
 Дано: F1=50 кН, F2=35 кН, P=25 кН, M=100 кН·м, =300, =450, 
a=0,5 м. 
 Знайти: реакції в’язей в точках А, Е, викликані діючими наванта-
женнями. 
 

 
Рис. С1а 

 

 
Рис. С1б 

 
Рис. С1в 

 

Розв’язок 
 

 1. Будуємо розрахункову схему (рис. С1г). 
 1.1. Зображаємо координатні осі x, y. 

 1.2. Показуємо діючі на раму сили: сили 1F


 та 2F


, момент М, на-

тяг нитки T


 (по модулю P=T), опорні реакції AX


, AY


, ER


 (реакцію 

нерухомої шарнірної опори А зображаємо двома її складовими AX


 та 

AY


; реакцію шарнірної опори на катках ER


 направляємо перпендику-

лярно до опорної площини). Зауважимо, що так як ми не знаємо напе-

ред, як будуть направлені реакції AX


, AY


, то їх можна направляти в 

будь-яку сторону, але вздовж відповідних координатних осей. 
 1.3. Розкладаємо сили на складові спрямовані по координатним 
осям та визначаємо їх модуль: 
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255,050sin11  FF x  кН, 3,43866,050cos11  FF y  кН, 

745,24707,035cos22  FF x  кН, 745,24707,035sin22  FF y  кН, 

 sinEEx RR ,  cosEEy RR . 

 

 

Рис. С1г 

 

 2. Складаємо рівняння рівноваги. Для розглядуваної довільної 
плоскої системи сил складаємо три рівняння рівноваги. При обчислен-

ні моментів сил 1F


, 2F


 та ER


 відносно точки А використовуватимемо 

теорему Варіньона. Одержимо: 
0 ixF : 021  ExxxA RFFTX ; 

0 iyF : 021  EyyyA RFFY ; 

0)(  kA FM


: 05422 221  aRaRaFaFaFTaM ExEyyxy . 

 3. Розв’язуємо отриману систему рівнянь в загальному вигляді: 

)sincos5(

422 221






a

aFaFaFTaM
R

yxy
E , 

TRFFX ExxxA  21 , EyyyA RFFY  12 . 

 4. Виконуємо розрахунки: 

9,38
)5,0866,05(5,0

5,04745,245,02745,245,023,435,025100





ER  кН, 

45,195,09,38 ExR  кН, 687,33866.09,38 EyR  кН, 

195,442545,19745,2425 AX  кН, 

242,52687,333,43745,24 AY  кН. 
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 5. Перевірка. Складемо рівняння моментів (проекцій сил) так, 
щоб до нього входили всі невідомі. Для цього оберемо за центр мо-
ментів, наприклад, точку D (рис. C1г). Зазначимо, що при складанні 
рівняння проекцій сил, необхідно обрати вісь, яка була б нахилена під 
певним кутом до осі x або y: 

  0)(
?

kD FM


: 04222
?

11  aYaXaFaFaRaRMTa AAxyExEy . 

При обчисленні групуємо окремо всі складові, що із знаком ”+” та ”–”, 
отримаємо: 

 5,045,195,0687,331005,025  

05,04)242,52(5,02195,445,02255,023,43  ; 

0025,178023,178  . 
Перевірка виконується, тому реакції опор знайдені вірно. Відносна 
похибка становить: 

  0
0

0
0

0
0 5001,0100

025,178

025,178023,178



 . 

 

 Відповідь: 195,44AX  кН; 242,52AY  кН; 9,38ER  кН. 

 Знак “–” вказує на те, що сила AY  в дійсності спрямована у проти-

лежну сторону на відміну від напрямку показаного на рис С1г. 
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1.4. Документ MathCad для розв’язання задачі С1 
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Задача С2 – рівновага довільної плоскої системи сил 
прикладених до декількох зв’язаних між собою тіл 

 

2.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Конструкція складається з жорсткого кутика і 
стрижня, які в точці С або з’єднані одне з одним шарніром (рис. С2.0 – 
С2.5), або вільно торкаються одне одного (рис. С2.6 – С2.9). Зовнішні-
ми в’язями, накладеними на конструкцію, є в точці А або шарнір, або 
жорстке кріплення; в точці В або гладенька площина (рис. С2.0 та 
С2.1), або невагомий стрижень ВВ' (рис. С2.2 та С2.3), або шарнір (рис. 
С2.4 – С2.9); в точці D або невагомий стрижень DD' (рис. С2.0, С2.3 та 
С2.8), або шарнірна опора на катках (рис. С2.7). 
 На кожну конструкцію діють: пара сил с моментом М=60 кН·м, 
рівномірно розподілене навантаження інтенсивністю q=20 кН/м і дві 
сили. Ці сили, їх напрямок і точки прикладання вказані в табл. С2; в 
колонці «Навантажена ділянка» вказано, на якій ділянці діє розподіле-
не навантаження.  При розрахунках прийняти а=0,2 м. Напрямок роз-
поділеного навантаження на різних ділянках вказано в табл. С2а. 
 Знайти: реакції в’язей в точках А, В, С (а для рис. С2.0, С2.3, 
С2.7, С2.8 ще й в точці D), викликані заданими навантаженнями. 
 

 

Рис. С2.0 

 

Рис. С2.1 

 

Рис. С2.2 
 

Рис. С2.3 
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Рис. С2.4 

 
 

Рис. С2.5 

 

 
 

Рис. С2.6 

 

 
 

Рис. С2.7 

 
 

Рис. С2.8 

 

 
 

Рис. С2.9 
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Таблиця С2 

    С
ил
а 

F1=10 кН F2=20 кН F3=30 кН F4=40 кН 

Н
ом
ер

 
ум

ов
и 

Т
оч
ка

 п
ри

-
кл
ад
ан
ня

 

α 1
, г
ра
д 

Т
оч
ка

 п
ри

-
кл
ад
ан
ня

 

α 2
, г
ра
д 

Т
оч
ка

 п
ри

-
кл
ад
ан
ня

 

α 3
, г
ра
д 

Т
оч
ка

 п
ри

-
кл
ад
ан
ня

 

α 4
, г
ра
д 

Н
ав
ан
та
ж
ен
а 
ді
ля
нк
а 

0 K 60 -- -- H 30 -- -- CL 
1 -- -- L 60 -- -- E 30 CK 
2 L 15 -- -- K 60 -- -- AE 
3 -- -- K 30 -- -- H 60 CL 
4 L 30 -- -- E 60 -- -- CK 
5 -- -- L 75 -- -- K 30 AE 
6 E 60 -- -- K 75 -- -- CL 
7 -- -- H 60 L 30 -- -- CK 
8 -- -- K 30 -- -- E 15 CL 
9 H 30 -- -- -- -- L 60 CK 

 

Таблиця С2а 
Ділянка на кутику Ділянка на стрижні 

горизонтальна вертикальна 
рис. С2.0, С2.3, 
С2.5, С2.7, С2.8 

рис. С2.1, С2.2, 
С2.4, С2.6, С2.9 

 
   

 

2.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Задача С2 – на рівновагу системи тіл, які знаходяться під дією 
плоскої системи сил. При її розв’язанні можна або розглянути спо-
чатку рівновагу всієї системи в цілому, а потім рівновагу одного з тіл 
системи, зобразивши його окремо, або ж відразу розкласти систему і 
розглянути рівновагу кожного з тіл окремо, врахувавши закон про 
рівність дії і протидії. В задачах, де є жорстке кріплення, врахувати, 
що в ньому виникає реакція, яка складається із сили, модуль і 
напрямок якої невідомий, та пари сил, момент якої теж невідомий. 
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2.3. Приклад розв’язання задачі С2 
 

 Умова задачі. На кутик ACD (ACD=900), кінець A якого 
жорстко закріплений, в точці Е опирається стрижень DE (рис. С2а). 
Стрижень має в точці В нерухому шарнірну опору і до нього 
прикладене рівномірно розподілене навантаження інтенсивністю q. На 

кутик діють сили 1F


 та 2F


, а також пара сил з моментом М. 

 Дано: F1=50 кН, F2=35 кН, M=100 кН·м, q=20 кН/м, 1=300, 
2=450, =600, a=0,5 м, l=1,5 м. 
 Знайти: реакції в’язей в точках А, В, Е. 
 

 
 

Рис. C2а 

 
Рис. С2б 

 
Рис. С2в 

Рис. С2г 
 

Розв’язок 
 

 1. Будуємо розрахункову схему (рис. С2д). Для визначення неві-
домих реакцій розкладемо систему і розглянемо окремо рівновагу 
кутика та стрижня. 
 1.1. Зображаємо координатні осі x, y. 
 1.2. Показуємо діючі на кутик та стрижень сили. На кутик діють 

сили 1F


 та 2F


, момент М, реакції EN


, AX


, AY


 та МА. На стрижень 

діє розподілене навантаження інтенсивністю q, реакції EN 


, BX


, EY


. 

Зазначимо, що EE NN  . 

 1.3. Визначаємо зосереджену силу від розподіленого навантажен-
ня: Q=ql=20·1,5=30 кН. 
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 1.4. Розкладаємо сили на складові спрямовані по координатним 
осям та визначаємо їх модуль: 
F1x=F1sin1=50·0,5=25 кН; F1y=F1cos1=50·0,866=43,3 кН; 
F2x=F2sin2=35·0,707=24,75 кН; F2y=F2cos2=35·0,707=24,75 кН; 
Qx=Qcos=30·0,5=15 кН; Qy=Qsin=30·0,866=26 кН. 
 

 

Рис. С2д 

 

 2. Складаємо рівняння рівноваги. Так як системи сил, які діють 
на кутик і стрижень, плоскі довільні, то можна скористатися відпо-
відною формою рівнянь рівноваги (першою, другою або третьою). 
 2.1. Рівняння рівноваги кутика: 

0 ixF : 021  xxA FFX , 

0 iyF : 021  yyEA FFNY , 

0)(  iA FM


: 03323 221  aFaFaNaFMM yxExA . 

 2.2. Рівняння рівноваги стрижня: 
0 ixF : 0 xB QX , 

0 iyF : 0 EyB NQY , 

0)(  iB FM


: 0sin5,0  lNQl E . 

 3. Розв’язуємо отриману систему рівнянь в загальному вигляді: 

xxA FFX 21  ; xB QX  ;  sin/5,0 QN E ; yEB QNY  ; 

yEyA FNFY 12  ; aFaFaNaFMM yxExA 3323 221  . 

 4. Виконуємо розрахунки: 
75,4975,242521  xxA FFX  кН; 15 xB QX  кН; 

32,17866,0/305,0 EN  кН; 68,82632,17 BY  кН; 

87,353,4332,1775,24 AY  кН;  5,0325100AM  

18,455,0375,245,0375,245,0232,17   кН. 
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 5. Перевірка. Складемо рівняння моментів (проекцій сил) так, 
щоб до них входили всі невідомі, які діють тільки на кутик або 
стрижень. 
 5.1. Для кутика складемо рівняння моментів відносно точки D, 
отримаємо: 

  0)(
?

kD FM


: 0333
?

1  aNaFaYaXMM EyAAA . 

При обчисленні групуємо окремо всі складові, що із знаком ”+” та ”-”, 
отримаємо: 

05,032,175,033,435,03)87,35(5,0375,4918,45100  ; 

061,17361,173  . 
Перевірка виконується, тому реакції опор знайдені вірно. 
 5.2. Для стрижня складемо рівняння проекцій сил на напрямок 
стрижня, отримаємо: 

  0ilF : 0coscossin
?
 EBB NYX . 

При обчисленні групуємо окремо всі складові, що із знаком ”+” та ”-”, 
отримаємо: 

05,032,175,0)68,8(866,015  ; 

001,01399,12  . 
Перевірка виконується, тому реакції опор знайдені вірно. Відносна 
похибка становить: 

  0
0

0
0

0
0 5077,0100

13

99,1213



 . 

 Відповідь: 75,49AX  кН; 15BX  кН; 68,8BY  кН; 

32,17 EE NN  кН; 87,35AY  кН; 18,45AM  кН. 

 Знак “–” вказує на те, що сили в дійсності спрямовані у 
протилежну сторону на відміну від напрямків показаних на рис. С2д. 
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2.4. Документ MathCad для розв’язання задачі С2 
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Задача С3 – рівновага збіжної просторової системи сил 
 

3.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Шість невагомих стрижнів з’єднані своїми кінцями 
шарнірно один з одним в двох вузлах і прикріплені іншими кінцями 
(теж шарнірно) до нерухомих опор А, В, С, D (рис. С3.0 – С3.9, табл. 
С3). Стрижні і вузли (вузли розташовані в вершинах H, K, L або М 
прямокутного паралелепіпеда) на рисунках не показані і повинні бути 
зображені по вихідним даним таблиці. У вузлі, який в кожній колонці 
таблиці вказаний першим, прикладена сила Р=200 Н; у другому вузлі 

прикладена сила Q=100 Н. Сила P


 утворює з додатніми напрямками 
координатних осей х, у, z кути, які рівні відповідно 1=450, 1=600, 

1=600, а сила Q


 – кути 2=600, 2=450, 2=600; напрямки осей х, у, z для 

всіх рисунків показані на рис. С3.0. 
 Грані паралелепіпеда, паралельні площині ху – квадрати. Діагона-
лі інших бічних граней утворюють з площиною ху кут =600, а 
діагональ паралелепіпеда утворює з цією площиною кут =510. 
 На рис. С3.10 в якості приклада показано, як повинно виглядати 
креслення С3.1, якщо по умові задачі вузли знаходяться в точках L і М, 
а стрижнями є LM, LA, LB, MA, MC, MD. Також на рис. С3.10 показані 
кути  і . 
 Знайти: зусилля в стрижнях. 
 

Таблиця С3 
Номер 
умови 

0 1 2 3 4 

Вузли H, M L, M K, M L, H K, H 

Стрижні 
HM, HA, 
HB, MA, 
MC, MD 

LM, LA, 
LD, MA, 
MB, MC 

KM, KA, 
KB, MA, 
MC, MD 

LH, LC, 
LD, HA, 
HB, HC 

KH, KB, 
KC, HA, 
HC, HD 

      

Номер 
умови 

5 6 7 8 9 

Вузли M, H L, H K, H L, M K, M 

Стрижні 
MH, MB, 
MC, HA, 
HC, HD 

LH, LB, 
LD, HA, 
HB, HC 

KH, KC, 
KD, HA, 
HB, HC 

LM, LB, 
LD, MA, 
MB, MC 

KM, KA, 
KD, MA, 
MB, MC 

 

3.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Задача С3 – на рівновагу просторової системи збіжних сил. При її 
розв’язанні слід розглянути окремо рівновагу кожного вузла, де 
сходяться стрижні та прикладені задані сили, і врахувати закон про 
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рівність дії і протидії. Для знаходження невідомих зусиль в стрижнях 
необхідно застосувати метод вирізання вузлів. Розпочинати необхідно 
з того вузла, де з’єднується не більше ніж три стрижня з невідомим 
зусиллями. 
 Зображати креслення можна без дотримання масштаба так, щоб 
добре було видно всі шість стрижнів. Стрижні необхідно пронуме-
рувати в тому порядку, в якому вони вказані в таблиці; реакції 
стрижнів позначати буквою з індексом, відповідно до номера стрижня 
(наприклад, S1, S2 і т.д.). 
 

 
Рис. С3.0 

 

 
Рис. С3.1 

 

 
Рис. С3.2 

 

 
Рис. С3.3 

 

 
Рис. С3.4 

 

 
Рис. С3.5 

 

 
Рис. С3.6 

 

 
Рис. С3.7 

 

 
Рис. С3.8 
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Рис. С3.9 

  
Рис. С3.10 

 

3.3. Приклад розв’язання задачі С3 
 

 Умова задачі. Конструкція складається з невагомих стрижнів 1, 2, 
… , 6 з’єднаних своїми кінцями шарнірно один з одним в двох вузлах 
(вузол L і M) і прикріплені іншими кінцями (теж шарнірно) до нерухо-
мих опор А, С, D, K, H. Стрижні і вузли (вузли розташовані в вершинах 
прямокутного паралелепіпеда) на рисунку С3а не показані і повинні 

бути зображені по вихідним даним. У вузлах L і M прикладені сили P


 

і Q


, які утворюють з додатними напрямками координатних осей х, у, z 

кути 1, 1, 1 та 2, 2, 2 відповідно (рис. С3б та С3в). 
 Грані паралелепіпеда, паралельні площині ху – квадрати. Діагона-
лі інших бічних граней утворюють з площиною ху кут , а діагональ 
паралелепіпеда утворює з цією площиною кут . 
 Дано: P=35 кН, Q=15 кН, =600, =510, =450, 1=450, 1=600, 
1=600, 2=600, 2=450, 2=600; вузли – L, M; стрижні – LH, LM, LC, MA, 
MK, MD. 
 Знайти: зусилля в стрижнях. 
 

 

Рис. С3б 

 
Рис. С3а  

Рис. С3в 
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Розв’язок 
 

 1. Будуємо розрахункову схему. Згідно з вихідними даними 
з’єднуємо відповідні вершини паралелепіпеда і отримуємо просторову 
конструкцію представлену на рис. С3г. У вузлах А, С, D, K, H розташо-

вуємо нерухомі опори, а у вузлах L і M сили P


 і Q


 відповідно. 

 1.1. Визначимо проекції сил P


 і Q


 на координатні осі: 

Px=Pcos1, Py=Pcos1, Pz=Pcos1; 
Qx=Qcos2, Qy=Qcos2, Qz=Qcos2. 

 1.2. Визначаємо порядок розгляду вузлів L і M. 
 Розглядаючи рівновагу вузлів застосуємо метод вирізання вузлів. 
Вважаємо, що стрижні розтягнуті, тобто зусилля в розрізаних стриж-
нях ферми будуть направлені від відповідного вузла (рис. С3г). 
 Першим по порядку будемо розглядати той вузол у якому з’єдна-
но не більше трьох стрижнів з невідомими зусиллями, тобто спочатку 
розглядатимемо рівновагу вузла L, а потім – вузла M. 
 

 

Рис. C3г 

 

 2. Розглянемо рівновагу вузла L (рис. C3г). 
 2.1. Складаємо векторне рівняння рівноваги вузла L: 

0321  SSSP


. 

 2.2. Складаємо рівняння рівноваги у координатній формі. Введемо 
координатні осі x, y та z і спроектуємо на них векторне рівняння 
рівноваги вузла L, отримаємо: 

0 ixF : 01  SPx ; 

0 iyF : 0cos3  SPy ; 

0 izF : 0sin32  SSPz . 
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 3. Розглянемо рівновагу вузла М (рис. C3г). 
 3.1. Складаємо векторне рівняння рівноваги вузла М: 

06542  SSSSQ


,  тут 22 SS


 . 

 3.2. Складаємо рівняння рівноваги у координатній формі. Спроек-
туємо на введені координатні осі векторне рівняння рівноваги вузла М, 
отримаємо: 

0 ixF : 0coscoscos 654  SSSQx ; 

0 iyF : 0coscoscos 54  SSQ y ; 

0 izF : 0sin42  SSQz . 

 4. Розв’язуємо отриману систему рівнянь в загальному вигляді. 
Визначатимемо невідомі сили в тому порядку в якому вони приведені 
нижче: 

xPS 1 ;  cos/3 yPS ;  sin32 SPS z ;  sin/)( 24 SQS z ; 

 cos/)coscos( 45 SQS y ;  coscoscos 546 SSQS x . 

 5. Проводимо обчислення. 
 5.1. Визначаємо модулі проекцій сил: 

745,24707,035 xP  кН; 5,175,035 yP  кН; 

5,175,035 zP  кН; 5,75,015 xQ  кН; 

6,10707,015 yQ  кН; 5,75,015 zQ  кН. 

 5.2. Визначаємо невідомі зусилля в стрижнях просторової ферми: 
745,241 S  кН (стиск); 355,0/5,173 S  кН (стиск); 

81,47866,0)35(5,172 S  кН (розтяг); 

18,71777,0/)81,475,7(4 S  кН (стиск); 

85,29707,0/)707,063,018,716,10(5 S  кН (розтяг); 

1,3707,085,29707,063,0)18,71(5,76 S  кН (розтяг). 

 
 Відповідь: 745,241 S  кН; 81,472 S  кН; 353 S  кН; 

18,714 S  кН; 85,295 S  кН; 1,36 S  кН. 

 Знак “–” вказує на те, що сили в дійсності спрямовані у 
протилежну сторону на відміну від напрямків показаних на рис. С3г. 
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3.4. Документ MathCad для розв’язання задачі С3 
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Задача С4 – рівновага довільної просторової системи сил 
 

4.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Дві однорідні прямокутні тонкі плити жорстко 
з’єднані під прямим кутом одна до одної і закріплені сферичним шар-
ніром (або підп’ятником) в точці А, циліндричним шарніром (підшип-
ником) в точці В і невагомим стрижнем 1 (рис. С4.0 – С4.7) або двома 
підшипниками в точках А і В і двома невагомими стрижнями 1 і 2 (рис. 
С4.8, С4.9). Всі стрижні прикріплені до плит і до нерухомих опор 
шарнірами. 
 Розміри плит вказані на рисунках; вага більшої плити Р1=5 кН, 
вага меншої плити Р2=3 кН. Кожна із плит розташована паралельно 
одній із координатних площин (площина ху – горизонтальна). 
 На плити діє пара сил з моментом М=4 кН·м, що лежить в пло-
щині однієї із плит, та дві сили. Значення цих сил, їх напрямок і точки 
прикладання вказані в табл. С4; при цьому сили F1 і F4 лежать в пло-
щинах, паралельних площині ху, сила F2 – в площині, паралельній 
площині xz, а сила F3 – в площині, паралельній площині yz. Точки 
прикладання сил (D, Е, H, К) знаходяться в кутах або посередині 
сторін плит. При розрахунках прийняти a=0,6 м. 
 Знайти: реакції в’язей в точках А, В та реакцію стрижня 
(стрижнів). 
 

 
Рис. С2.0 

 
Рис. С2.1 

 

 
Рис. С2.2 

 

 
Рис. С2.3 
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Рис. С2.4 

 
Рис. С2.5 

 

Таблиця С4 

Сили 

    
F1=6 кН F2=8 кН F3=10 кН F4=12 кН 

Н
ом
ер

 
ум

ов
и 

Т
оч
ка

 
пр
ик
ла

-
да
нн
я 

α 1
, г
ра
д 

Т
оч
ка

 
пр
ик
ла

-
да
нн
я 

α 2
, г
ра
д 

Т
оч
ка

 
пр
ик
ла

-
да
нн
я 

α 3
, г
ра
д 

Т
оч
ка

 
пр
ик
ла

-
да
нн
я 

α 4
, г
ра
д 

0 E 60 H 30 -- -- -- -- 
1 -- -- D 60 E 30 -- -- 
2 -- -- -- -- K 60 E 30 
3 K 30 -- -- D 0 -- -- 
4 -- -- E 30 -- -- D 60 
5 H 0 K 60 -- -- -- -- 
6 -- -- H 90 D 30 -- -- 
7 -- -- -- -- H 60 K 90 
8 D 30 -- -- K 0 -- -- 
9 -- -- D 90 -- -- H 30 

 

 
Рис. С2.6  

Рис. С2.7 
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Рис. С2.8  

Рис. С2.9 
 

4.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Задача С4 – на рівновагу тіла під дією довільної просторової 
системи сил. При її розв’язанні врахувати, що реакція сферичного 
шарніра (підп’ятника) має три складові (спрямовані вздовж відповід-
них координатних осей), а реакція циліндричного шарніра (підшип-
ника) – дві складові, що лежать у площині, перпендикулярній осі шар-

ніра (підшипника). При обчисленні момента сили F


 зручно розкласти 
її на складові спрямовані вздовж відповідних координатних осей. Тоді 
за теоремою Варіньона: 

)()()( izxiyxix FMFMFM


 , )()()( izyixyiy FMFMFM


 , 

)()()( iyzixziz FMFMFM


 . 

 

4.3. Приклад розв’язання задачі С4 
 

 Умова задачі. Дві однорідні прямокутні тонкі плити жорстко 
з’єднані під прямим кутом одна до одної і закріплені сферичним шар-
ніром в точці А, циліндричним шарніром в точці В і невагомим 
стрижнем 1 (рис. С4а). Розміри плит вказані на рисунку рис. С4а. Вага 
більшої плити Р1, вага меншої плити Р2. Кожна із плит розташована 
паралельно одній із координатних площин. 
 На плити діє пара сил з моментом М, що лежить в площині однієї 
із плит, та дві сили. Схеми прикладання сил до плит приведені на рис. 
С4б, в. 
 Дано: F1=15 кН, F2=50 кН, Р1=25 кН, Р2=35 кН, М=100 кН·м, 
=300, =350, =600, a=0,5 м. 
 Знайти: реакції в’язей в точках А та В і реакцію стрижня. 
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 Рис. С4б 

 
Рис. С4а  Рис. С4в 

 

Розв’язок 
 

 1. Будуємо розрахункову схему (рис. С4г). Вводимо координатні 
осі x, y, z та показуємо сили, які діють на плити та виникають в опорах. 

 На плити діють сили 1F


, 2F


, сили ваги плит 1P


 та 2P


, пара сил з 

моментом М, а також реакції в’язей. Реакцію сферичного шарніра А 

розкладаємо на три складові AX


, AY


, AZ


; циліндричного шарніра В – 

на дві складові BY


, BZ


; реакцію стрижня CR


 направляємо вздовж 

стрижня від точки С до точки Е вважаючи, що він розтягнутий. 
Зауважимо, що так як ми не знаємо наперед, як будуть направлені 

реакції AX


, AY


, AZ


, BY


, BZ


 то їх можна направляти в будь-яку 

сторону, але вздовж відповідних координатних осей. 
 

 
Рис. С4г 
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 1.1. Визначимо проекції сил 1F


, 2F


, 1P


, 2P


 та CR


 на координат-

ні осі, отримаємо: 
P1x=0, P1y=0, P1z=P1; P2x=0, P2y=0, P2z=P2; F1x=F1cos, F1y=F1sin, F1z=0; 
F2x=0, F2y=F2cos, F2z=F2sin; RCx=RCcos, RCy=0, RCz=RCsin. 
 2. Складаємо рівняння рівноваги. Для визначення шести неві-
домих реакцій опор складаємо шість рівнянь рівноваги. Отримаємо: 
а) рівняння проекцій сил: 

0 ixF : 01  xCxA FRX , 

0 iyF : 021  yyBA FFYY , 

0 izF : 0212  zzzCzBA PPFRZZ ; 

б) рівняння моментів: 

0)(  ix FM
A


: 04)(5,1)(2 2211  aFRaFFaP zCzyyz ; 

  0 FM
Ay


: 05,1)(3)( 1212  aRFPPaZF CxxzzBz ; 

  0 FM
Az


: 043)( 21  aRMaYFF CxByy . 

 3. Розв’язуємо отриману систему рівнянь в загальному вигляді. 
Визначатимемо невідомі сили в тому порядку в якому вони приведені 
нижче: 

aaFFaPaFR yyzzCz 4/]5,1)(24[ 2112  ; RC=RCz/sin; RCx=RCcos; 

a

aRFPPaF
Z Cxxzzz

B
3

5,1)(3 1212 
 ; 

a

aRMaFF
Y Cxyy

B
3

43)( 21 
 ; 

xCxA FRX 1 ; yyBA FFYY 21  ; CzBzzzA RZPPFZ  212 . 

 4. Проводимо обчислення. 
 4.1. Визначаємо модулі проекцій сил: 

251 zP  кН; 352 zP  кН; 

287,1282,0151 xF  кН, 6,8573,0151 yF  кН; 

255,0502 yF  кН, 3,43866,0502 zF  кН. 

 4.2. Визначаємо реакції опор: 
2,43)5,04/(]5,05,1)256,8(5,02255,043,43[ CzR  кН; 

4,865,0/2,43 CR  кН; 82,74866,04,86 CxR  кН; 

746,295,03/]5,05,1)82,74287,123525(5,033,43[ BZ  кН; 

83,1325,03/]5,0482,741005,03)256,8[( BY  кН; 

11,87287,1282,74 AX  кН; 43,166256,883,132 AY  кН; 

354,302,43746,2935253,43 AZ  кН. 
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 5. Перевірка. Складемо рівняння моментів так, щоб до них входи-
ла найбільша кількість невідомих. Для цього оберемо за центр момен-
тів, наприклад, точку D (рис. C4г) і складемо рівняння моментів від-
носно осей x`, y`, z`, що виходять з точки D і паралельні осям x, y, z 
відповідно (на рис. С4г осі x`, y`, z`, не показані). 
 1-ше рівняння моментів для перевірки: 

0)(
?
  ix FM

D


: 05,1)(4)(2

?

21  aYYaZZPaP ABBAzz ; 

05,05,1)43,16683,132(5,04)746,29354,3035(5,0225
?
 ; 

0823,219823,219  . 
 

 2-ге рівняння моментів для перевірки: 

0)(
?
  iy FM

D


: 03)(5,1)(

?

21  aRZaPPX CzAzzA ; 

05,03)2,43354,30(5,05,1)352511,87(
?
 ; 

0002,0333,110331,110  . 
Відносна похибка становить: 

  0
0

0
0

0
0 5002,0100

333,110

333,110331,110



 . 

 

 3-те рівняння моментів для перевірки: 

0)(
?
  iz FM

D


: 034)(

?

1  aYaFXM AxA ; 

05,0343,1665,04)287,1211,87(100
?
 ; 

0001,022,274219,274  . 
Відносна похибка становить: 

  0
0

0
0

0
0 50004,0100

22,274

22,274219,274



 . 

Перевірка виконується, тому реакції опор знайдені вірно. 
 

 Відповідь: 4,86CR  кН; 11,87AX  кН; 43,166AY  кН; 

354,30AZ  кН; 83,132BY  кН; 746,29BZ  кН. 

Знак “–” вказує на те, що сили XA, YA та YB в дійсності спрямовані у 
протилежну сторону на відміну від напрямків показаних на рис С4г. 
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4.4. Документ MathCad для розв’язання задачі С4 
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Задача К1 – кінематика точки 
 

5.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Точка М рухається у площині Oxy (рис. К1.0 – 
К1.9, табл. К1; траєкторія точки на рисунках показана умовно). Закон 
руху точки заданий рівняннями: x=f1(t) та y=f2(t), де x  та y  виражені в 

сантиметрах, t – в секундах. Залежність x=f1(t) вказана на рис. К1.0 – 
К1.9, а залежність y=f2(t) – в табл. К1 (для рис. 0–2 – в стовпці 2, для 
рис. 3–6 – в стовпці 3, рис. 7–9 – в стовпці 4). 
 Знайти рівняння траєкторії руху точки. Для моменту часу t1=1 с 
визначити: 
 1) положення точки на траєкторії; 
 2) швидкість точки та зобразити її графічно; 
 3) пришвидшення точки координатним способом та зобразити 
його графічно; 
 4) пришвидшення точки натуральним способом та зобразити його 
графічно; 
 5) радіус кривини траєкторії та зобразити його графічно. 
 

 
Рис. К1.0 

 
Рис. К1.1 

 
Рис. К1.2 

 

 
Рис. К1.3 

 

 
Рис. К1.4 

 

 
Рис. К1.5 

 

 
Рис. К1.6 

 

 
Рис. К1.7 
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Рис. К1.8 

 
Рис. К1.9 

 

Таблиця К1 

y=f2(t) Номер 
умови Рис. 0–2 Рис. 3–6 Рис. 7–9 

1 2 3 4 

0 





 

6
sin12

t
 22 2 t  






 

6
cos4

t
 

1 





 

3
cos6

t
 






 

4
sin8

t
 






 

6
cos6 2 t

 

2 





 

6
sin3 2 t

 2)2( t  





 

3
cos4

t
 

3 





 

6
sin9

t
 32t  






 

6
cos10

t
 

4 





 

3
cos3

t
 






 

4
cos2

t
 






 

6
cos4 2 t

 

5 





 

6
sin10

t
 232 t  






 

3
cos12

t
 

6 





 

6
sin6 2 t

 





 

4
sin2

t
 






 

6
cos3

t
 

7 





 

6
sin2

t
 3)1( t  






 

3
cos8

t
 

8 





 

3
cos9

t
 32 t  






 

6
cos9

t
 

9 





 

6
sin8

t
 






 

4
cos4

t
 






 

3
cos6

t
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5.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Задача К1 відноситься до кінематики точки. При розв’язанні зада-
чі скористатися координатним та натуральним способом визначення 
швидкості та пришвидшення точки. В задачі всі шукані величини 
необхідно визначати тільки для моменту часу t1=1 с. В деяких варіан-
тах задачі К1 при визначенні рівняння траєкторії руху точки або при 
подальших розрахунках (для їх спрощення) слід врахувати відомі із 
тригонометрії формули: 

1cos2sin212cos 22  ,  cossin22sin . 
 

5.3. Приклад розв’язання задачі К1 
 

 Умова задачі. Рівняння руху точки М мають вигляд: 

5
6

sin10 





  tx , 10

6
cos20 






  ty , 

де x, y – в сантиметрах, t – в секундах. 
 Знайти рівняння траєкторії руху точки. Для моменту часу t1=1 с 
визначити: 
 1) положення точки на траєкторії; 
 2) швидкість точки та зобразити її графічно; 
 3) пришвидшення точки координатним способом та зобразити 
його графічно; 
 4) пришвидшення точки натуральним способом та зобразити його 
графічно; 
 5) радіус кривини траєкторії та зобразити його графічно. 
 

Розв'язок 
 

 1. Знаходимо рівняння траєкторії руху точки та будуємо гра-
фік траєкторії її руху. Визначаємо та показуємо положення точки 
на траєкторії в момент часу t1. 
 Закон руху точки у координатній формі має вигляд: 

5
6

sin10 






 
t

x , 10
6

cos20 





  ty . 

Одночасно це рівняння її траєкторії руху у параметричному вигляді, де 
параметром є час ),0[ t . 

 Для визначення рівняння траєкторії руху точки у явному 
вигляді, виключимо з рівнянь руху час t. Скористаємося 
тригонометричною тотожністю 

1sincos 22  ,  де 6/t .                           (1) 
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З рівнянь руху знаходимо вирази відповідних функцій: 

10

5
sin

6
sin









  x

t , 
20

10
cos

6
cos









  y

t .                (2) 

Підставляючи (2) в (1), отримаємо рівняння траєкторії руху точки: 

1
20

10

10

5
22







 







  yx

.                                   (3) 

Рівняння (3) – це рівняння еліпса з півосями вздовж осі x – 10 см, 
вздовж осі y – 20 см. Центр еліпса має координати C(5; –10). Вико-
ристовуючи рівняння траєкторії (3) виконуємо її побудову (рис. К1а). 
При побудові обираємо такий масштаб відстаней, щоб на схемі було 
все добре видно. 
 Знайдемо координати точки на траєкторії. Для цього, підставимо в 
рівняння руху час t1, матимемо: 

1055,01051
6

sin10 





 


x  см; 

32,710866,020101
6

cos20 





 


y  см. 

Отже, маємо точку М з координатами M(10; 7,32). 
 Перевірка 1: підставимо в рівняння (3) координату точки x=10 см 
та визначимо з нього координату y: 

1
20

10

10

510
22








 







  y

, 

звідки отримуємо, що y=7,32 см. 
 2. Визначаємо швидкість точки (координатний спосіб) та зоб-
ражаємо її графічно. 
 Швидкість точки знайдемо по її проекціям на координатні осі. 
Проекції швидкості мають вигляд: 







 
















  tt

dt

d

dt

dx
vx 6

cos
3

5
5

6
sin10 ; 







 
















  tt

dt

d

dt

dy
vy 6

sin
3

10
10

6
cos20 .                 (4) 

Підставляючи час t1 у вирази (4), матимемо: 

53,4866,0236,51
6

cos
3

14,35
1 






 


xv  см/с; 

  236,55,047,101
6

sin
3

14,310
1 






 


yv  см/с. 
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Модуль швидкості 

    92,6236,553,4 222
1

2
11  yx vvv  см/с.               (5) 

Обираємо масштаб для швидкостей 1:2v , і зображаємо їх графічно 

(рис. К1а), причому так, щоб на схемі було все добре видно. Проекції 
швидкості v1x та v1y відкладаємо у обраному масштабі відповідно 
вздовж осі x та y, враховуючи при цьому їх напрямок з вказаними 
осями. Якщо проекції швидкості v1x та v1y мають знак „+”, то їх 
направляємо в додатній бік осей, якщо знак „-” – в протилежний бік. 
 Перевірка 2: вектор швидкості v


 спрямований по дотичній  до 

траєкторії точки. 
 3. Визначаємо пришвидшення точки (координатний спосіб) та 
зображаємо його графічно. 
 Пришвидшення точки знайдемо по його проекціям на координатні 
осі. Проекції пришвидшення мають вигляд: 








 
















 
 tt

dt

d

dt

dx
ax

6
sin

18

5

6
cos

3

5 2

; 







 















 

 tt
dt

d

dt

dy
ay 6

cos
9

5

6
sin

3

10 2

.                 (6) 

Підставляючи час t1 у вирази (6), матимемо: 

    37,15,074,21
6

sin
18

14,35 2

1 





 


xa  см/с2; 

    75,4866,048,51
6

cos
9

14,35 2

1 










ya  см/с2. 

Модуль пришвидшення 

    94,475,437,1 222
1

2
11  yx aaa  см/с2.              (7) 

Обираємо масштаб для пришвидшень 1:4a , і зображаємо їх 

графічно (рис. К1а), причому так, щоб на схемі було все добре видно. 
Проекції пришвидшень a1x та a1y відкладаємо у обраному масштабі 
відповідно вздовж осі x та y, враховуючи при цьому їх напрямок з 
вказаними осями. Якщо проекції пришвидшень a1x та a1y мають знак 
„+”, то їх направляємо в додатній бік осей, якщо знак „-” – в 
протилежний бік. 
 Перевірка 3: вектор пришвидшення 1a


 знаходиться з того ж 

боку, що і крива відносно дотичної . 
 4. Визначаємо пришвидшення точки (натуральний спосіб) та 
зображаємо їх графічно. 
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 Дотичне пришвидшення знайдемо за формулою: 







v

avav
a

v

v
aa yyxx

.                               (8) 

 

 

Рис. К1а 
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Враховуючи, що v=v1=v, матимемо при t1: 
7,292,6/)]75,4()236,5()37,1(53,4[1 a  см/с2. 

Так як дотичне пришвидшення додатне, то його спрямовуємо в той же 
бік, що і вектор швидкості (якщо a1<0, то в протилежний бік). 
 Нормальне пришвидшення знайдемо з формули: 

    13,47,294,4 222
1

2
11  aaa n  см/с2. 

Нормальне пришвидшення розташовується з того ж боку, що і крива 
відносно дотичної , на перпендикулярі (нормалі n) опущеному на 
дотичну в точці М. Обираємо масштаб для пришвидшень 1:4a , і 

зображаємо їх графічно (рис. К1а), причому так, щоб на схемі було все 
добре видно. 
 Перевірка 4: пришвидшення точки М, яке є діагоналлю прямо-
кутника побудованого на сторонах a1x та a1y, співпадає з діагоналлю 
прямокутника побудованого на сторонах a1 та a1n. 
 5. Визначаємо радіус кривини траєкторії та зображаємо його 
графічно. При t1: 

 
6,11

13,4

92,6 2

1

2
1

1 
na

v
 см. 

У масштабі відстаней, у напрямку нормального пришвидшення, 
вздовж нормалі n, відкладаємо радіус кривини. 
 
 Відповідь: v1=6,92 см/с, a1=4,94 см/с2, a1=2,7 см/с2, a1n=4,13 см/с2, 
1=11,6 см. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ФилимонихинГБ_ПироговВВ_каф_ДМ та ПМ_2014



 40

5.4. Документ MathCad для розв’язання задачі К1 
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Задача К2 – найпростіші рухи абсолютно твердого тіла 
 

6.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Механізм складається із ступінчатих коліс 1–3, що 
знаходяться в зачепленні або зв’язані пасовою передачею, зубчатої 
рейки 4 і вантажа 5, прив’язаного до кінця нитки, що намотана на одне 
з коліс (рис. К2.0 – К2.9, табл. К2). Радіуси ободів коліс рівні відповід-
но: у колеса 1  – r1=2 см, R1=4 см, у колеса 2 – r2=6 см, R2=8 см, у коле-
са 3 – r3=12 см, R3=16 см. На ободах коліс розташовані точки А, В і С. 
 В колонці “Дано” (табл. К2), вказаний закон руху або закон зміни 
швидкості ведучої ланки механізму, де i(t) – закон обертального руху 
і-го колеса, sj(t) – закон руху рейки або вантажа, i(t) – закон зміни 
кутової швидкості і-го колеса, vj(t) – закон зміни швидкості рейки або 
вантажа (φ виражено в радианах, s – в сантиметрах, t – в секундах). 
Додатній напрямок для φ і ω проти ходу стрілки годинника, для s і v – 
вниз. 
 Знайти: в момент часу t1=2 с вказані в таблиці К2 в колонках 
«Знайти» швидкості (v – лінійні, ω – кутові) і пришвидшення (а – 
лінійні, ε – кутові) відповідних точок або тіл. 

Таблиця К2 
Знайти Номер 

умови 
Дано 

швидкості пришвидшення 
0 s4=4(7t–t2) vB, vC 2, aA, a5 
1 v5=2(t2–3) vA, vC 3, aB, a4 
2 1=2t2–9 v4, 2 2, aC, a5 
3 2=7t–3t2 v5, 3 2, aA, a4 
4 3=3t–t2 v4, 1 1, aB, a5 
5 1=5t–2t2 v5, vB 2, aC, a4 
6 2=2(t2–3t) v4, 1 1, aC, a5 
7 v4=3t2–8 vA, 3 3, aB, a5 
8 s5=2t2–5t v4, 2 1, aC, a4 
9 3=8t–3t2 v5, vB 2, aA, a4 

 

6.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Задача К2 – на дослідження найпростіших рухів твердого тіла. 
При розв’язанні задачі врахувати, що, коли два колеса знаходяться в 
зачепленні, швидкість точки зачеплення кожного колеса буде одна-
кова, а коли два колеса зв’язані пасовою передачею, то швидкості всіх 
точок паса і, відповідно, точок, що лежать на ободі кожного з коліс, в 
данный момент часу чисельно однакові; при цьому вважається, що пас 
по ободу колеса не ковзає. 
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Рис. К2.0 

 

 
Рис. К2.1 

 

 
Рис. К2.2 

 

 
Рис. К2.3 

 

 
Рис. К2.4 

 

 
Рис. К2.5 

 

 
Рис. К2.6 

 

 
Рис. К2.7 

 

 
Рис. К2.8 

 
Рис. К2.9 

 

ФилимонихинГБ_ПироговВВ_каф_ДМ та ПМ_2014



 44

6.3. Приклад розв’язання задачі К2 
 

 Умова задачі. Механізм складається з ступінчатих коліс 2–4, які 
знаходяться в зачепленні або зв’язані ремінною передачею, зубчатої 
рейки 5 і вантажа 1, прив’язаного до кінця нитки, що намотана на 
колесо 2 (рис. К2а). Вантаж рухається по закону s1=f(t). 
 Дано: s1=8(6t–t2) см; R2=40 см; r2=20 см; R3=20 см; r3=10 см; 
R4=30 см; r4=15 см; t1=2 с. 
 Знайти: швидкості 3, 4, vA, v5; пришвидшення 3, 4, aB, a5. 
 

Розв'язок 
 

 
 

Рис. К2а 

 1. Будуємо розрахункову схему 
для швидкостей (рис. К2б). Визнача-
ємо швидкість тіла 1, для якого задано 
закон руху: 

)26(8])6(8[ 2
11 tttsv   . 

При t1 отримуємо 
16)226(81 v  см/с. 

 2. Знаходимо зв’язки між швид-
костями, обравши за незалежну шви-
дкість тіла 1 – v1, при цьому виража-
ємо всі швидкості через швидкість v1. 
Домовимось позначати швидкості то-
чок, які лежать на зовнішніх ободах 
коліс (радіуса Ri), через vi, а точок, які 
лежать на внутрішніх ободах (радіуса 
ri) – через ui. 

 

12 vu  ; 
2

1

2

2
2 r

v

r

u
 ; 

2

21
2223 r

Rv
Rvvv A  ; 

32

21

3

3
3 Rr

Rv

R

v
 ; 

32

321
333 Rr

rRv
ru  ; 34 uu  ; 

432

321

4

4
4 rRr

rRv

r

u
 ; 

Bvv
rRr

RrRv
Rv  5

432

4321
444 . 

 3. Будуємо розрахункову схему для пришвидшень (рис. К2в). 
Визначаємо пришвидшення тіла 1: 

16)2(8])26(8[11  tva   см/с2. 
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Знак ”–” перед пришвидшенням вказує на те, що пришвидшення 
будуть направлені в протилежний бік від напрямків швидкостей. На 
рис. К2в показані дійсні напрямки пришвидшень. 
 

 
 

Рис. К2б 

 
 

Рис. К2в 

 

 4. Знаходимо зв’язки між пришвидшеннями. Обравши за неза-
лежне пришвидшення тіла 1 – a1, отримаємо: 

2

1
22 r

a
  ; 

32

21

3

23
33 Rr

Ra

R

a
  ; 

432

321

4

3
44 rRr

rRa

r

a
  ; 

432

4321
4445 rRr

RrRa
Raa  . 

 5. Проводимо розрахунки. Підставляємо вихідні дані у вирази 
для швидкостей та пришвидшень, тоді при t1 отримаємо: 

32
20

4016



Av  см/с; 6,1

2020

4016
3 




  рад/с; 

067,1
152020

104016
4 




  рад/с; 32
152020

30104016
5 




v  см/с. 

 
6,1

2020

4016
3 




  рад/с2; 
 

067,1
152020

104016
4 




  рад/с2; 

  3230067,15 a  см/с2. 
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 Пришвидшення точки В має вигляд: 
доц
B

об
BB aaa


 , 

де 

  3230067,144  RaобB  см/с2, 

15,3430067,1 2
4

2
4  RaдоцB  см/с2. 

Модуль пришвидшення точки В: 

      8,4615,3432 2222
 доц

B
об
BB aaa  см/с2. 

 
 Відповідь: 32Av  см/с; 6,13   рад/с; 067,14   рад/с; 

325 v  см/с; 6,13   рад/с2; 067,14   рад/с2; 325 a  см/с2; 

8,46Ba  см/с2. 
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Задача К3 – плоскопаралельний рух абсолютно твердого 
тіла 

 

7.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Плоский механізм складається із ланок 1, 2, 3, 4 і 
повзуна В або Е (рис. К3.0 – К3.7), або із ланок 1, 2, 3 і повзунів В і Е 
(рис. К3.8, К3.9), з’єднаних один з одним і з нерухомими опорами О1, 
О2 шарнірами; точка D знаходиться посередині ланки АВ. Довжини 
ланок рівні відповідно l1=0,4 м, l2=1,2 м, l3=1,4 м, l4=0,6 м. Положення 
механізму визначається кутами α, β, γ, φ, θ. Значення цих кутів та 
інших заданих величин вказані в табл. К3а (для рис. К3.0 – К3.4), або в 
табл. К3б (для рис. К3.5 – К3.9); при цьому в табл. К3а ω1 і ω4 – 
величини сталі. 
 Дугові стрілки на рисунках показують те, як повинні відкладатися 
відповідні кути при побудові креслення механізму (за ходом чи проти 
ходу стрілки годинника). Побудову креслення слід розпочинати із 
ланки, напрямок якої визначається кутом α; повзун з направляючими 
(рис. К3.10а) для наочності показати так, як показано на рис. К3.10б. 
 Задані кутову швидкість і кутове пришвидшення вважати 
направленими проти годинникової стрілки, а задані швидкість vB і 
пришвидшення аВ – від точки В до b (на рис. К3.5 – К3.9). 
 Знайти: величини вказані в стовпчику “Знайти”. 
 

 
Рис. К3.0 

 

 
Рис. К3.1 

 
Рис. К3.2  

Рис. К3.3 
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Рис. К3.4 

 

 
Рис. К3.5 

 

 
Рис. К3.6 

 

 
Рис. К3.7 

 

 
Рис. К3.8 

 
Рис. К3.9 

 Рис. К3.10а  Рис. К3.10б 
 

7.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Задача К3 – на дослідження плоскопаралельного руху твердого 
тіла. При її розв’язанні для визначення швидкостей точок механізму і 
кутових швидкостей його ланок необхідно скористатися теоремою про 
проекції швидкостей двох точок тіла і поняттям про миттєвий центр 
швидкостей, застосовуючи дану теорему до кожної ланки механізму 
окремо. Побудову схеми швидкостей розпочинаємо з ланки механізму 
для якої задана швидкість (наприклад, або кутова швидкість однієї з 
ланок, або лінійна швидкість повзуна). 
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 При визначенні пришвидшення точок механізму необхідно 

використовувати векторну рівність n
BABAAB aaaa


  , де А – точка, 

пришвидшення Aa


 якої або задано, або безпосередньо визначається по 

умові задачі (якщо точка А рухається по дузі кола, то n
AAA aaa


  ); В 

– точка, пришвидшення Ba


 якої потрібно визначити (у випадку, коли 

точка В теж рухається по дузі кола, необхідно дивитися примітку в 
кінці розглянутого нижче прикладу К3). 
 

Таблиця К3а (до рис. К3.0 – К3.4) 
Кути, град Дано Знайти 

Н
ом

ер
 у
м
ов
и

 

α β γ φ θ 

ω
1,

 1
/с

 

ω
4,

 1
/с

 

v,
 т
оч
ок

 

ω
, л
ан
ки

 

а,
 т
оч
ки

 

ε,
 л
ан
ки

 

0 0 60 30 0 120 6 -- B, Е DE B 

1 90 120 150 0 30 -- 4 А, Е AB A 

2 30 60 30 0 120 5 -- B, Е AB B 

3 60 150 150 90 30 -- 5 А, Е DE A 

4 30 30 60 0 150 4 -- D, Е AB B 

5 90 120 120 90 60 -- 6 А, Е AB A 

6 90 150 120 90 30 3 -- B, Е DE B 

7 0 60 60 0 120 -- 2 А, Е DE A 

8 60 150 120 90 30 2 -- D, Е AB B 

9 30 120 150 0 60 -- 8 А, Е DE A 

AB 

 

Таблиця К3б (до рис. К3.5 – К3.9) 
Кути, град Дано Знайти 

Н
ом

ер
 у
м
ов
и

 

α β γ φ θ 

ω
1,

 1
/с

 

ε 1
, 1

/с
2  

v B
, м

/с
 

а В
, м

/с
2  

v,
 т
оч
ок

 

ω
, л
ан
ки

 

а,
 т
оч
ки

 

ε,
 л
ан
ки

 

0 120 30 30 90 150 2 4 -- -- B, Е DE B 

1 0 60 90 0 120 -- -- 4 6 А, Е AB A 

2 60 150 30 90 30 3 5 -- -- B, Е AB B 

3 0 150 30 0 60 -- -- 6 8 А, Е DE A 

4 30 120 120 0 60 4 6 -- -- D, Е AB B 

5 90 120 90 90 60 -- -- 8 3 А, Е AB A 

6 0 150 90 0 120 5 8 -- -- B, Е DE B 

7 30 120 30 0 60 -- -- 2 5 А, Е DE A 

8 90 120 120 90 150 6 10 -- -- D, Е AB B 

9 60 60 60 90 30 -- -- 5 4 А, Е DE A 

AB 
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7.3. Приклад розв’язання задачі К3 
 

 Умова задачі. Плоский механізм (рис. К3а) складається із ланок 
1, 2, 3, 4 і повзуна В, з'єднаних один з одним і з нерухомими опорами 
О1 і О2 шарнірами. 
 Дано: =600, =1500, =900, =300, =300, AD=DB, l1=0,4 м, l2=1,2 
м, l3=1,4 м, l4=0,6 м, 1=2 рад/с, 1=7 рад/с2. 
 Знайти: швидкості vB, vE і 2; пришвидшення 3 і aB. 
 

Розв'язок 
 

 1. Будуємо схему для швидкостей (рис. К3б). Будуємо положен-
ня механізму у відповідності із заданими кутами розпочинаючи з 
ланки, напрямок якої визначається кутом α. 
 

 
Рис. К3а 

 
Рис. К3б 

 

Побудову схеми швидкостей розпочнемо з першої ланки механізма 
(для якої задана кутова швидкість 1). Швидкість Av


 направлена в 

сторону повороту і так, що AOv A 1


. Розглядаючи сусідню ланку 3, 

знайдемо спочатку напрямок швидкості точки В (вектор швидкості Bv


 

паралельний напрявляючим по яким рухається повзун. Для цього 
будуємо миттєвий центр швидкостей (МЦШ) ланки АВ – це точка C3, 
що лежить на перетині перпендикулярів до швидкості Av


 і напрямній 

вздовж якої рухається повзун, проведених із точок А і В. Враховуючи 
напрямок швидкості Av


, кутова швидкість обертання ланки 3 3, буде 

направлена проти ходу стрілки годинника. Вектори Bv


 і Dv


 направ-

лені в сторону повороту ланки АВ, причому DCvD 3


. 
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 Розглянемо ланку 2. Так як точка Е належить одночасно ланці 4, 
що обертається навколо О2, то EOvE 2


. Тоді, провівши перпендику-

ляри з точок Е і D до швидкостей Ev


 і Dv


, побудуємо МЦШ С2 ланки 

2. По напрямку вектора Dv


 визначаємо напрямок повороту ланки 2 

навколо центра С2. Вектор Ev


 направлений в сторону поворота цієї 

ланки. 
 2. Знаходимо швидкості. З рис. К3б отримуємо, що: 

8,04,0211  lv A  м/с. 

 Для знаходження швидкості точки В використаємо теорему про 
проекції швидкостей двох точок тіла на пряму, що з’єднує ці точки 
(пряма АВ), тоді 

00 30cos60cos BA vv  , 

звідки 

462,0
866,0

5,08,0

30cos

60cos
0

0




 A
B

v
v  м/с. 

 Величину vD знайдемо з пропорції: 

BC

v

DC

v BD

33

 .                                            (1) 

Знайдемо C3D і C3B. Розглядаючи AC3B знайдемо, що 

7,05,030sin 0
3  BDABABBC  м, 

21,1866,04,130cos 0
3  ABAC  м. 

Тоді BC3D є рівностороннім трикутником і C3B=C3D. З рівності (1) 
отримуємо, що 462,0 BD vv  м/с. 

 Знайдемо кутову швидкість 3: 

66,0
21,1

8,0

3
3 

AC

v A  рад/с. 

 Величину vE знайдемо з пропорції: 

DC

v

EC

v DE

22

 .                                            (2) 

Знайдемо C2D і C2E. З рис. К3б видно, що C2ED=C2DE=300 і 

693,030cos/5,0 0
222  lDCEC  м. 

З рівності (2) отримуємо, що 462,0 DE vv  м/с. 

 З рис. К3б знайдемо, що 

667,0
693,0

462,0

2
2 

DC

vD  рад/с. 
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 3. Будуємо схему для пришвидшень (рис. К3в). Так як ланки 2 і 
4 не використовуються при проведені розрахунків, то їх на рис. К3в не 
показано. 
 Пришвидшення точки В ланки 3, яка здійснює плоскопаралельний 
рух, має вигляд: 

BAAB aaa


 .                                            (3) 

Враховуючи, що точка В одночасно належить повзуну, який рухається 
поступально, вектор Ba


 паралельний направляючим повзуна. Тоді рів-

ність (3) можна подати так: 
n
BABA

n
AAB aaaaa


  .                                   (4) 

Вектор n
Aa


 направлений вздовж 1AO , 
Aa


 - перпендикулярно 1AO . 

Зображаємо на кресленні вектори n
BAa


 (вздовж ВА від В до А) і 
BAa


 (в 

будь-яку сторону перпендикулярно ВА). 
 

 

Рис. К3в 

 

 4. Визначаємо пришвидшення точки В. Знайдемо пришвид-

шення 
Aa


, n
Aa


, n
BAa


: 

8,24,0711  la A  м/с2; 6,14,02 2
1

2
1  la n

A  м/с2; 

61,04,166,0 2
3

2
3  la n

BA  м/с2. 

Для знаходження невідомих пришвидшень Ba


, 
BAa


 скористаємося 

методом проекцій. Для цього введемо координатні осі x та y і спроек-
туємо на них векторне рівняння (4) (рис. К3в), матимемо: 

x: n
BA

n
AAB aaaa   000 30cos60cos30cos ; 

y:   BA
n
AAB aaaa 000 30sin60sin30sin .                    (5) 

Розв’язуємо отриману систему рівнянь (5) відносно невідомих Ba


, 

BAa


. З першого рівняння системи (5), знайдемо: 
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





0

00

30cos

30cos60cos n
BA

n
AA

B
aaa

a 72,0
866,0

61,0866,06,15,08,2



 м/с2. 

 Так як 0Ba , то вектор Ba


 направлений так як показано на рис. 

К3в. Розв’яжемо друге рівняння системи (5), отримаємо: 

  000 30sin60sin30sin n
AABBA aaaa  

585,35,06,1866,08,25,072,0   м/с2. 

Знак “–” вказує, що напрямок 
BAa


 протилежний показаному на рис. 

К3в. З рівності 33la BA   отримаємо: 

56,2
4,1

585,3

3
3 



l

aBA
 рад/с2. 

 Відповідь: 462,0Bv  м/с; 462,0Ev  м/с; 667,02   рад/с; 

72,0Ba  м/с2; 56,23   рад/с2. 

 Примітка. Якщо точка В, пришвидшення якої визначається, руха-
ється не прямолінійно (наприклад, як на рис. К3.0 – К3.4, де точка В 
рухається по колу радіуса BO2 ), то напрямок Ba


 наперед невідомий. 

В цьому випадку Ba


 також слід подати двома складовими 

( n
BBB aaa


  ) і вихідне рівняння (8) набуде вигляду: 
n
BABA

n
AA

n
BB aaaaaa


  .                               (6) 

При цьому вектор n
Ba


 буде направлений вздовж 2BO , а вектор 
Ba


 - 

перпендикулярно 2BO  в будь-яку сторону. Числові значення 
Aa , n

Aa  і 
n
BAa  визначаються так, як в розглядуваному прикладі (причому по 

умові задачі може бути, що 0
Aa  або 0n

Aa , якщо точка А рухаєть-

ся прямолінійно). 

 Значення n
Ba  також обчислюється по формулі: lvva BB

n
B // 22  , 

де l – радіус кола O2B. Після цього в рівності (6) залишаються 

невідомими тільки значення 
Ba  і 

BAa  і вони, як і в розглядуваному 

прикладі, знаходяться проектуванням обох частин рівності (6) на дві 

осі. Знайшовши 
Ba , можемо обчислимо шукане пришвидшення 

22 )()( n
BBB aaa   . 

Величина 
BAa  використовується для знаходження AB . 

 

ФилимонихинГБ_ПироговВВ_каф_ДМ та ПМ_2014



 54

Задача К4 – складний рух матеріальної точки 
 

8.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Прямокутна пластина (рис. К4.0 – К4.4) або кругла 
пластина радіуса R=60 см (рис. К4.5 – К4.9) обертається навколо неру-
хомої осі по закону =f1(t), заданному в табл. К4. Додатній напрямок 
відліку кута φ показано на рисунках дуговою стрілкою. На рис. К4.0 – 
К4.2, К4.5, К4.6 вісь обертання перпендикулярна площині пластини і 
проходить через точку О (пластинка обертається в своїй площині); на 
рис. К4.3, К4.4, К4.7 – К4.9 вісь обертання ОО1 лежить в площині 
пластини (пластина обертається у просторі). 
 По пластині вздовж прямої ВD (рис. К4.0 – К4.4) або по колу ра-
діуса R (рис. К4.5 – К4.9) рухається точка М; закон її відносного руху, 
тобто залежність s=f2(t) (s виражено в сантиметрах, t – в секундах), 
заданий в таблиці К4 окремо для рис. К4.0 – К4.4 і для рис. К4.5 – 
К4.9. На рисунках точка М показана в положені, при якому s>0 (при 
s<0 точка М знаходиться по іншу сторону від точки А). 
 Знайти: абсолютну швидкість та абсолютне пришвидшення 
точки М в момент часу t1=1 с. 
 

 
 

Рис. К4.0 
 

 
 

Рис. К4.1 
 

 
 

Рис. К4.2 
 

 
 

Рис. К4.3 

 
 

Рис. К4.4 

 
 

Рис. К4.5 
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Рис. К4.6 
 

 
 

Рис. К4.7 
 

 
 

Рис. К4.8  
Рис. К4.9 

 

Таблиця К4 
Рис. К4.0 – К4.4 Рис. К4.5 – К4.9 

Н
ом
ер

 
ум

ов
и =f1(t), 

рад b, 
см 

 AMs  
)(2 tf , см 

l, 
см 




AMs  
)(2 tf , см 

0 4(t2–t) 12 50(3t–t2)–64 R R(4t2–2t3)/3 
1 3t2–8t 16 40(3t2–t4)–32 4R/3 R(2t2–t3)/2 
2 6t3–12t2 10 80(t2–t)+40 R R(2t2–1)/3 
3 t2–2t3 16 60(t4–3t2)+56 R R(3t–t2)/6 
4 10t2–5t3 8 80(2t2–t3)–48 R R(t3–2t)/3 
5 2(t2–t) 20 60(t3–2t2) R R(t3–2t)/6 
6 5t–4t2 12 40(t2–3t)+32 3R/4 R(t3–2t2)/2 
7 15t–3t3 8 60(t–t3)+24 R R(t–5t2)/6 
8 2t3–11t 10 50(t3–t)–30 R R(3t2–t)/3 
9 6t2–3t3 20 40(t–2t3)–40 4R/3 R(t–2t2)/2 
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8.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Задача К4 – на складний рух точки. Для її розв’язання скориста-
ємося теоремами про складання швидкостей і про складання пришвид-
шень. Перед тим, як виконувати всі розрахунки, слід по умові задачі 
визначити, де знаходиться точка М на пластині в момент часу t1=1 с, і 
показати точку саме в цьому положенні (а не в довільному, яке пока-
зане на рисунках до задачі). 
 У випадках, що відносяться до рис. К4.5 – К4.9, при розв’язанні 
задачі не підставляти числового значення R, поки не буде визначене 
положення точки М в момент часу t1=1 с і кут між радіусами СМ і СА в 
цей момент. 
 

8.3. Приклад розв’язання задачі К4а (складний рух точки у 
просторі) 

 

 Умова задачі. Пластинка KDABE обертається у просторі навколо 
нерухомої осі ОО1, яка лежить у площині пластинки, за законом =f1(t) 
(додатній напрямок відліку кута  показано на рис. К4а дуговою 
стрілкою). Відносно пластинки по колу радіуса R рухається точка М за 
законом s=f2(t) (додатній напрямок відліку s – від А до М). 

 Дано: R=0,7 м; =2t2–5t; 





 




3
cos

3

tR
AMs  (φ – в радіанах, s – 

в метрах, t – в секундах). 
 Знайти: абсолютну швидкість та абсолютне пришвидшення точки 
М в момент часу t1=1 с. 
 

 

Рис. К4а 
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Розв'язок 
 

 1. Визначимо швидкості при відносному і переносному русі 
точки М (рис. К4б). 
 Будемо розглядати рух точки М, як складний. Тоді рух точки по 
колу будемо називати відносним рухом (пластинка при цьому умовно 
нерухома), а рух точки разом з пластинкою – переносним рухом (при 
цьому точка і пластинка обертаються, як одне жорстке ціле). 
 Спочатку визначаємо положення точки М на траєкторії. При t1 
матимемо: 

0
63

cos
3











 


RR
s  м. 

Кут =ACM=s/R=/6 (рис. К4б). Так як s>0, то відлік АМ співпадає із 
вказаним на рисунку. Покажемо положення точки М на траєкторії при 
=/6 (рис. К4б). 
 Швидкість точки М при її відносному русі має вигляд: 








 



















 


3
sin

93
cos

3

2 tRtR
svr  . 

При t1, матимемо 

 
664,0866,0

9

7,014,3 2




rv  м/с. 

Знак “–” вказує на те, що вектор rv


 направлений в протилежну сторо-

ну зміни дугової координати s  по дотичній до траєкторії точки при її 
відносному русі. 
 Швидкість точки М при її переносному русі має вигляд: 

rve  , 

де 

  5452 2 


 ttt ;  cos2 RRNMr . 

При t1  
1514   рад/с; 2866,07,07,02 r  м; 

221  rve  м/с. 

Знак “–” вказує на те, що напрямок кутової швидкості  буде проти-
лежний напрямку додатнього відліку кута повороту пластинки . Век-
тор ev


 перпендикулярний площині пластинки і направлений в сторону 

кутової швидкості. 
 2. Знайдемо абсолютну швидкість точки М. Абсолютна швид-
кість точки М має вигляд: 
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rea vvv


 . 

Так як вектори ev


 і rv


 взаємно перпендикулярні, то тоді 

  1,2664,02 2222  rea vvv  м/с. 
 

 

Рис. К4б 

 

 3. Визначимо пришвидшення переносного і відносного руху 
точки М та пришвидшення Коріоліса. Так як у відносному русі точка 
М здійснює рух по колу (рис. К4б), то її пришвидшення при 
відносному русі має вигляд: 

до
r

об
rr aaa


 , 

де 







 





















 


3

cos
273

sin
9

32 tRtR
va r

об
r  , 






 


3

sin
81

2
42 tR

R

v
a rдо

r . 

При t1, матимемо 

 
4,05,0

27

7,014,3 3




об
ra  м/с2; 

 
63,0866,0

81

7,014,3 2
4




до
ra  м/с2. 

Знак “–” вказує на те, що вектор об
ra


 направлений в протилежну сто-

рону зміни дугової координати s по дотичній до траєкторії точки при її 

відносному русі; вектор до
ra


 направлений до центра С кола. 

 Пришвидшення точки М при її переносному русі має вигляд: 
об
e

до
ee aaa 


, 

де 

ra доe
2 ; ra обe  ;   454  t  рад/с. 
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Напрямок кутового пришвидшення  співпадає з напрямком 
додатнього відліку кута . При t1 

  221 2 до
ea  м/с2; 824 об

ea  м/с2. 

Вектор пришвидшення до
ea


 направлений по прямій MN  до осі 

обертання, а вектор об
ea


 – перпендикулярно площині пластинки і в 

сторону кутового пришвидшення. 
 Знайдемо пришвидшення Коріоліса. Так як кут між вектором rv


 і 

віссю обертання (вектором 


) рівний 300, то пришвидшення Коріоліса 
в момент часу t1 дорівнюватиме: 

664,05,01664,0230sin2 0  rc va  м/с2. 

Напрямок вектора ca


 знайдемо використовуючи правило Жуковсько-

го. Для цього вектор rv


 спроектуємо на площину перпендикулярну осі 

обертання (проекція буде направлена протилежно вектору до
ea


) і потім 

цю проекцію повертаємо на кут 900 в сторону , тобто за ходом 
стрілки годинника; в результаті отримаємо напрямок вектора 
пришвидшення Коріоліса. Вектор ca


 направлений  так само, як і 

вектор ev


. 

 4. Знайдемо абсолютне пришвидшення точки М при її 
складному русі. За теоремою Коріоліса абсолютне пришвидшення 
точки М має вигляд: 

c
до
r

об
r

до
e

об
ea aaaaaa


 . 

Для визначення абсолютного пришвидшення проведемо координатні 
осі Mxyz і обчислимо його проекції на ці осі: 

336,78664,0  об
ecax aaa  м/с2; 

34,22866,063,05,04,030cos30sin 00  до
e

до
r

об
ray aaaa  м/с2; 

976,063,0866,04,030cos 0  до
r

об
raz aaa  м/с2. 

Остаточно 

      76,7976,034,2336,7 222222  azayaxa aaaa  м/с2. 

 Відповідь: 1,2av  м/с, 76,7aa  м/с2. 
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8.4. Приклад розв’язання задачі К4б (складний рух точки у 
площині) 

 

 Умова задачі. Пластинка ODAB обертається навколо осі, що 
проходить через точку О перпендикулярно площині пластинки, за 
законом =f1(t) (додатній напрямок відліку кута  показано на рис. К4в 
дуговою стрілкою). Відносно пластинки по колу радіуса R рухається 
точка М за законом s=f2(t) (додатній напрямок відліку s – від А до М). 

 Дано: R=0,5 м; =t2–0,5t3; 





 



3
cos

t
RAMs  (φ – в радіанах, s 

– в метрах, t – в секундах). 
 Знайти: абсолютну швидкість та абсолютне пришвидшення точки 
М в момент часу t1=2 с. 
 

 

Рис. К4в 

 

Розв'язок 
 

 1. Визначимо швидкості при відносному і переносному русі 
точки М (рис. К4г). 
 Будемо розглядати рух точки М, як складний. Тоді рух точки по 
колу будемо називати відносним рухом (пластинка при цьому умовно 
нерухома), а рух точки разом з пластинкою – переносним рухом (при 
цьому точка і пластинка обертаються, як одне жорстке ціле). 
 Спочатку визначаємо положення точки М на траєкторії. При t1 
матимемо: 

0
23

2
cos 









 


R

Rs  м. 

Кут =ACM=s/R=–/2 (рис. К4г). Так як s<0, то точка М буде розта-
шована по інший бік від точки А (рис. К4г). Покажемо положення 
точки М на траєкторії при =–/2 (рис. К4г). 
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 Швидкість точки М при її відносному русі має вигляд: 







 


















 

3
sin

33
cos

2 tRt
Rsvr  . 

При t1, матимемо 

 
42,1

3

2
sin

3

5,014,3 2








 



rv  м/с. 

Знак “–” вказує на те, що вектор rv


 направлений в протилежну сторо-

ну зміни дугової координати s по дотичній до траєкторії точки при її 
відносному русі. 
 Швидкість точки М при її переносному русі має вигляд: 

rve  , 

де 
232 5,12)5,0( tttt   ; 22ROMr  . 

При t1  

225,122 2   рад/с; 414,125,02 r  м; 

83,2414,12  rve  м/с. 

Знак “–” вказує на те, що напрямок кутової швидкості  буде проти-
лежний напрямку додатнього відліку кута повороту пластинки . Век-
тор ev


 направлений в сторону кутової швидкості і так, що 1OMve 


. 

 2. Знайдемо абсолютну швидкість точки М. Абсолютна швид-
кість точки М має вигляд: 

rea vvv


 . 

Для визначення абсолютної швидкості av


 проведемо координатні осі 

Mxy і обчислимо його проекції на ці осі: 

2707,083,245cos 0  eax vv  м/с; 

42,3707,083,242,145cos 0  eray vvv  м/с2. 

Остаточно 

  96,342,32 2222  ayaxa vvv  м/с2. 

 3. Визначимо пришвидшення переносного і відносного руху 
точки М та пришвидшення Коріоліса. 
 Так як у відносному русі точка М здійснює рух по колу (рис. К4г), 
то її пришвидшення у відносному русі має вигляд: 

до
r

об
rr aaa


 , 

де 
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





 





















 


3

cos
93

sin
3

32 tRtR
va r

об
r  , 






 


3

sin
9

2
42 tR

R

v
a rдо

r . 

При t1, матимемо 

 
86,0

3

2
cos

9

5,014,3 3







 




об
ra  м/с2; 

 
06,4866,0

9

5,014,3 2
4




до
ra  м/с2. 

Знак “+” вказує на те, що вектор об
ra


 направлений в сторону зміни 

дугової координати s по дотичній до траєкторії точки при її віднос-

ному русі; вектор до
ra


 направлений до центра С кола. 
 

 

Рис. К4г 

 

 Пришвидшення точки М при її переносному русі має вигляд: 
об
e

до
ee aaa 


, 

де 

ra доe
2 ; ra обe  ;   ttt 325,12 2 


  . 

При t1  

4232   рад/с2;   656,5414,12 2 до
ea  м/с2; 

656,5414,14 об
ea  м/с2. 

Знак “–” вказує на те, що напрямок кутового пришвидшення  буде 
протилежний напрямку додатнього відліку кута повороту пластинки . 
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Вектор пришвидшення до
ea


 направлений по прямій OM1 до центра 

обертання – точки О, а вектор об
ea


 направлений в сторону кутового 

пришвидшення і так, що 1OMa об
e 


. 

 Знайдемо пришвидшення Коріоліса. Так як кут між вектором rv


 і 

віссю обертання (вектором 


) рівний 900, то пришвидшення Коріоліса 
в момент часу t1 дорівнюватиме: 

68,5242,1290sin2 0  rc va  м/с2. 

Напрямок вектора ca


 знайдемо використовуючи правило Жуковсько-

го. Так як вектор rv


 знаходиться в площині перпендикулярній осі 

обертання, то повернемо його на кут 900 в сторону , тобто за ходом 
стрілки годинника; в результаті отримаємо напрямок вектора 
пришвидшення Коріоліса. Вектор ca


 направлений так само, як і 

вектор до
ra


. 

 4. Знайдемо абсолютне пришвидшення точки М при її склад-
ному русі. За теоремою Коріоліса абсолютне пришвидшення точки М 
має вигляд: 

c
до
r

об
r

до
e

об
ea aaaaaa


 . 

Для визначення абсолютного пришвидшення aa


 проведемо кординат-

ні осі Mxyz і визначимо його проекції на ці осі: 

 00 45cos45cos об
e

до
ec

до
rax aaaaa  

74,9707,0656,5707,0656,568,506,4   м/с2; 

 об
r

об
e

до
eay aaaa 00 45cos45cos  

14,786,0707,0656,5707,0656,5   м/с2. 
Остаточно 

08,1214,774,9 2222  ayaxa aaa  м/с2. 

 Відповідь: 96,3av  м/с, 08,12aa  м/с2. 
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