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 Завдання 1. Обчислити подвійний інтеграл двома способами:  

а) внутрішній інтеграл у двократному береться по змінній у, а 

зовнішній - по х; б) внутрішній інтеграл у двократному береться по 

змінній х, а зовнішній - по у. 

 Приклад 1.  

G

dxdyyxy ;)34( 2    G: 0,82,2  yxyxy . 

 Розв'язання. а) Будуємо спочатку область інтегрування, тобто 

область, яка обмежена заданими лініями 

(рис. 1). Знайдемо координати точки 

перетину прямої і параболи (координати 

точки М). Шукані координати є розв'язком 

системи 











.82

,2

xy

xy
 

Прирівнявши праві частини, отримуємо квадратне рівняння 

0822  xx . Нагадаємо, що корені квадратного рівняння 

02  cbxax  визначаються за формулами 

acbD
a

Db
x 4,

2

2
2,1 


 . 

У нашому випадку 4,2 21  xx . Очевидно, що абсцисою точки М є 

перший корінь. Підставивши 2х  в одне з рівнянь системи, дістаємо 

4у . 

 У відповідності з умовою потрібно застосувати формулу 

 

)(

)(

),(),(

x

x

b

aG

dyyxfdxdxdyyxf

2

1





. 

Оскільки область інтегрування G обмежена зверху двома лініями, то 

x

y

O 2  4

4

Рис. 1

2
xy 

82  xy
0y

М
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розбиваємо її на дві частині вертикальною прямою, яка проходить 

через точку перетину М. Ліву частину позначимо через 1G , а праву – 

через 2G . Можемо записати 

 

21

)34()34()34( 222

GGG

dxdyyxydxdyyxydxdyyxy . 

Обчислюємо спочатку інтеграл по 1G . Знизу і зверху вказану область 

відповідно обмежують вісь Ох (пряма 0у ) і парабола 2xy  , отже 

внутрішній інтеграл береться від 0 до 2x . Найменше і найбільше 

значення величини х в області 1G  визначають межі інтегрування у 

зовнішньому інтегралі.  

 Переходимо до двократного інтеграла і розставляємо межі 

інтегрування: 

 

2

1 0

2
2

0

2 )34()34(

x

G

dyyxydxdxdyyxy . 

Обчислюємо внутрішній інтеграл (величина х вважається сталою): 

6564

0

32

0

2 22)2()34(
2

2

xxxxxyxydyyxy
x

x

 . 

Обчислюємо зовнішній інтеграл: 

21

64

76
2)2(

2

0

762

0

65 















xx
dxxx . 

 Обчислюємо інтеграл по 2G : 

;)34()34(

82

0

2
4

2

2

2






x

G

dyyxydxdxdyyxy  
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





32

82

0

32
82

0

2 )28()28(2)2()34( xxxyxydyyxy
x

x

 

;)28(864128 332 xxxx   


4

2

332 ))28(864128( dxxxxx  














 


4

2

4
432

4

)28(

2

1
2

3

64
64

x
xxx  

.
3

64
3232

3

512
256512

3

4096
1024 








  

 Можемо записати 

21

512

3

64

21

64
)34( 2 

G

dxdyyxy . 

 б) Застосовуємо формулу 

 

)(

)(

2

1

),(),(

y

y

d

сG

dxyxfdydxdyyxf





. 

Нижню і верхню межі інтегрування у внутрішньому інтегралі 

визначають лінії, які обмежують область G зліва і справа відповідно. 

Рівняння вказаних ліній необхідно представити у вигляді )(yx  , 

тобто розв'язати їх відносно х. Межі інтегрування у зовнішньому 

інтегралі визначають найменше і найбільше значення величини у в 

області G .  

 Переходимо до двократного інтеграла і розставляємо межі 

інтегрування: 
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





y

yG

dxyxydydxdyyxy
2

1
4

2
4

0

2 )34()34( . 

Обчислюємо внутрішній інтеграл (величина у вважається сталою): 






 )
2

1
4(3)

2

1
4(2)32()34( 222

1
4

22
2

1
4

2 yyyyxyyxdxyxy
y

y

y

y

 

25232 332222)32( yyyyyyyy  . 

Обчислюємо зовнішній інтеграл: 











4

0

207234
4

0

2523

7

6
16

3

22

2

1
)332222( yyyydyyyyy  

21

512
4

7

6
161664

3

22
128 27  . 

Як бачимо, результати співпали. 

 Приклад 2.  

G

dxdyxyx ;)2( 2    G: 
x

y
3

 , xy 3 , 3x . 

 

 Розв'язання. а) Будуємо область 

інтегрування G , (рис. 2). Для визначення 

координат точок перетину А, В, С складаємо 

відповідні системи: 

































.3

,
3

;3

,3

;3

,
3

х

x
y

х

xy

xy

x
y

 

Розв'язавши їх, дістаємо: А(1;3), В(3;9), С(3;1). 

 Переходимо від подвійного до 

двократного інтеграла та розставляємо межі інтегрування: 

x

y

O

A

B

C

1       3

1

3

9

Рис. 2

 

x
y

3


 xy 3

 3x
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 

x

xG

dyxyxdxdxdyxyx

3

3

2
3

1

2 )2()2( . 

Обчислюємо послідовно внутрішній та зовнішній інтеграли: 

;1239)()2( 24
3

3
22

3

3

2  xxxyyxdyxyx
x

x

x

x

 











3

1

3

1

3524 12
5

9
)1239( xxxdxxx  

  6,4371218,136272438,1  . 

 б) Так як область G обмежена зліва двома лініями, то 

розбиваємо її на дві частині горизонтальною прямою, яка проходить 

через точку перетину А. Нижню частину позначимо через 1G , а 

верхню – через 2G . Можемо записати 

 

21

)2()2()2( 222

GGG

dxdyxyxdxdyxyxdxdyxyx . 

Обчислюємо послідовно інтеграли правої частини: 

,)2()2(

3

3

2
3

1

2

1

 

yG

dxxyxdydxdyxyx  









 9

2

1
27

3

2

2

1

3

2
)2(

3

3

23
3

3

2 yxyxdxxyx

y
y

 

,
2

9

2

45
18

9

2

127

3

2
223

















y
y

yy
y  


























3

1

2
3

1

2 2

9

2

45
9

2

9

2

45
18 y

y
ydy

y
y  
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;66
2

9

2

45
93

2

9

32

45
99 











  

,)2()2(

3

3

2
9

3

2

2

 

yG

dxxyxdydxdyxyx  

,
18

1

81

2

2

9
18

2

1

3

2
)2( 24

3

3

23
3

3

2 yyyxyxdxxyx
y

y









  

























9

3

9

3

35224

318

1

581

2

2

9
9

18

1

81

2

2

9
18 yyyydyyyy  

.6,3713
32

1
3

53

2

2

27
819

96

1
9

59

2

2

81
729 3

3

5

4

35

2





















  

 У підсумку отримуємо 

.6,4376,37166)2( 2 
G

dxdyxyx  

 

 Завдання 2. Обчислити подвійний інтеграл, перейшовши до 

полярних координат. 

 Приклад 1.  






 

G

yyxGdxdyyx .0,4:;43 2222  

 Розв'язання. Будуємо лінії 

0,422  yyx  та визначаємо область 

інтегрування (рис. 3). Нагадаємо, що зв'язок 

між декартовими та полярними 

координатами задається співвідношеннями 

 sin,cos  yx . 

Запишемо рівняння заданого кола в полярних координатах:  

x

y

O-2

-2

2

Рис. 3

π
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.2,4)sin(cos,4)sin()cos( 22222    

 До полярної системи координат у подвійному інтегралі 

переходимо за формулою 

.)sin,cos(),(
*

 ddfdxdyyxf

GG

   

З наведеного рисунка легко бачити, що 20   ,  2 . Можемо 

записати: 











 






 

GG

dddxdyyx  4)sin()cos(343 2222  

    


2

0

2

.4343 





dddd

G

 

Обчислюємо внутрішній інтеграл: 

       

2

0

2

0

23
2

0

2 .168824343  dd  

Обчислюємо зовнішній інтеграл: 

.161616

2
2










 d  

 Приклад 2.  

G

xxyxyGdxdyyxy .1,,3:;)( 22  

 Розв'язання. Будуємо область інтегрування G (рис.4). 

Використовуючи залежності  sin,cos  yx  запишемо 

рівняння потрібної нам півпрямої xy 3  в полярній системі 

координат: 

3,3tg,cos3sin   . 

Рівняння 1,  xxy  в полярній системі координат відповідно 
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приймають вигляд: 4   (знак мінус обумовлений тем, що кут 

відкладається за рухом годинникової стрілки),  cos1 . 

 Переходимо до полярної системи 

координат у подвійному інтегралі та 

розставляємо межі інтегрування: 


G

dxdyyxy )( 22  






G

dd  )sin(cossin 222  

.sinsin

cos1

0

3

3

4

3










 dddd

G

 

Обчислюємо внутрішній та зовнішній інтеграли: 








4

cos1

0

4cos1

0

3

cos4

sin

4
sinsin  d ; 










3

4

4

3

4

4

3

4

4
coscos

4

1

cos

cos

4

1

cos4

sin





















d

d
d  

6

24

)4(cos

1

)3(cos

1

12

1

3

cos

4

1
33

3

4

3 

































. 

 

 Завдання 3. Обчислити потрійний інтеграл. 

 Приклад 1.  

T

dxdydzzxy ;)24(   

           T: xz  4 , xy  , xy 3 , 0z . 

 Розв'язання. Будуємо область інтегрування та її проекцію на 

площину Оху (рис. 5). Застосовуємо формулу 

x

y

O 1

 3

4

Рис. 4
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.),,(),,(

),(

),(

)(

)(

2

1

2

1

 

yxz

yxz

xy

xy

b

aV

dzzyxfdydxdxdydzzyxf  

Нагадаємо, що нижня і верхня межі інтегрування у внутрішньому 

інтегралі по змінній z визначаються відповідно поверхнями, які 

обмежують область знизу і зверху. Межі інтегрування у двох інших 

інтегралах (по змінним х і у) визначаються як межі інтегрування для 

подвійного інтеграла по області G. 

x

y
O

z

4

4 
 xz  4

 xy 

 xy 3

 0z

Рис. 5 

 

x
y


 
x

y
3



x

y

4O

G

x

y
O

z

4

4 

 

Можемо записати 






xx

xT

dzzxydydxzdxdydzxy

4

0

34

0

)24()24( . 

 Обчислюємо внутрішній інтеграл по z (х і у вважаються 

сталими): 

2
4

0

2
4

0

)4()4(4)4()24( xxxyzxyzdzzxy
x

x






 . 

Обчислюємо інтеграл по у (х вважається сталою): 

    
x

x

x

x

yxyxxdyxxxy
3

22
3

2 )4()4(2)4()4(4  

24322 163216662)4(8)4(2 xxxxxxxxx  . 

Обчислюємо внутрішній інтеграл: 
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
4

0

243 )16321666( dxxxxx

)6(8,861
3

16
16

5

16

2

33
4

0

3
2

54

















x
x

xx
. 

 Приклад 2.  

T

dxdydzxz ;)36(   

           T: 2xy  , 22 yxz  , 4y , 0z . 

 Розв'язання. Будуємо область інтегрування та її проекцію на 

площину Оху (рис. 6). 

-2   O       2     x

4

y

 2
xy 

G

Рис. 6

x

yO

z

4

x

yO

z

4

 2
xy  22

yxz 

 4y

 0z

 

Переходимо до трьохкратного інтеграла та розставляємо межі 

інтегрування: 








22

2 0

42

2

)36()36(

yx

xT

dzxzdydxdxdydzxz . 

Обчислюємо внутрішні інтеграли: 






 )(3)(3)33()36( 22222

0

2

0

22
22

yxyxxzxzdzxz
yx

yx
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224235 33363 yxxyyxx  ; 


4

224235

2

)33363(

x

dyyxxyyxx  











4

325335

2

3
5

3
23

x

yyxxyyxyx  

641197235 36,02364124,61412812 xxxxxxxxx  . 

 Межі інтегрування у зовнішньому інтегралі симетричні 

відносно нуля. При його обчисленні зручно використовувати наступну 

властивість визначеного інтеграла:  


 










a

a

a

xfxf

xf

dxxf

0

парна)( якщо),(2

непарна,)( якщо,0

)( . 

Маємо: 




2

2

641197235 )36,02364124,61412812( dxxxxxxxxxx  

35

8576

7

1

5

3
6442)36412(2

2

0

753
2

0

642 







  xxxxdxxxx . 

 

 Завдання 4. Обчислити потрійний інтеграл, перейшовши до 

циліндричних або сферичних координат. 

 Приклад 1.  

T

dxdydzzyx ;222   

      T: 9222  zyx , 0222  zyx , 0z . 

 Розв'язання. Будуємо область інтегрування та її проекцію на 

площину Оху (рис. 7). Система 



© В.І.Гуцул 14 











0

,9

222

222

zyx

zyx
 

визначає лінію перетину поверхонь (сфери і конічної поверхні). Для 

знаходження проекції цієї лінії на площину Оху виключаємо змінну z 

із записаної системи (додаємо рівняння): 

29,922 2222  yxyx . 

Отже, проекцією області інтегрування на площину Оху є круг, радіус 

якого дорівнює 23 .  

 Обчислюємо інтеграл, перейшовши до сферичних координат 

Запишемо рівняння заданої сфери та заданої конічної поверхні в 

сферичних координатах. Застосовуємо формули переходу: 

.cos,sinsin,cossin   zyx  

Рівняння сфери: 

,9)cos()sinsin()cossin( 222    

3,9)cos(sin,9cos)sin(cossin 222222222   . 

Рівняння конічної поверхні: 

,0)cos()sinsin()cossin( 222    

x

y
O

z

3
 9222  zyx

 0
222
 zyx

x

y

O

G

 

2

3

Рис. 7
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4,22,02cos,0)cos(sin 222   . 

 Перейдемо до сферичних координат у потрійному інтегралі за 

допомогою формули 

.sin)cos,sinsin,cossin(

),,(

*

2









V

V

dddf

dxdydzzyxf


 

Маємо: 

 

T

dxdydzzyx 222  

 


 ddd

Т

sin)cos()sinsin()cossin( 2222  






Т

ddd  sin3
. 

Розставляємо межі інтегрування та інтегруємо: 

 


3

0

3

4

0

2

0

3 ;sinsin 



dddddd

Т

 

;sin
4

81

4
sinsin

3

0

43

0

3 


  d  

;
8

)22(81
cos

4

81
sin

4

81
4

0

4

0






d  

4

)22(81

8

)22(81

8

)22(81 2

0

2

0














 d . 

 Приклад 2.  

T

dxdydzyx ;)( 22  
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           :T  25222  zyx , 1622  yx . 

 Розв'язання. Будуємо область інтегрування та її проекцію на 

площину Оху (рис. 8). Перейдемо до циліндричних координат. 

Використовуючи формули переходу 

,,sin,cos zzyx    

запишемо рівняння заданих поверхонь (сфери та кругового циліндра) в 

циліндричних координатах: 

;25,25,25)sin()cos( 222222   zzz  

4,16)sin()cos( 22   . 

 До циліндричних координат у заданому інтегралі переходимо за 

формулою 

 
*

),sin,cos(),,(

VV

dzddzfdxdydzzyxf  . 

Можемо записати 

   
ТT

dzdddxdydzyx  2222 )sinsin()cossin()(  









225

225

3
4

0

2

0

3







 dzdddzdd

Т

. 

 Iнтегруємо: 

x

y
O

z
 25222  zyx

 16
22
 yx

5

4
x

y

O

G

4

Рис. 8
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;252 23
225

225

3

225

225

3 

















 zdz  

 
4

0

222
4

0

22
4

0

23 )25(25225252  ddd  





 

3

5

3
3

5

2
2222

)25()25(
34,50

,25,25
dttttdtt

tt

tt




 

.1286464;64
2

25
4

2

0

2

0

3

5

24




















  d

tt
 

 

 Завдання 5. Знайти об’єм тіла, обмеженого вказаними 

поверхнями (застосувати подвійний інтеграл). 

 Приклад 1. 42,0,0,2  yxyzxz . 

 Будуємо тіло, об'єм якого потрібно знайти та його проекцію на 

площину Оху (рис. 9). 

x

yO

z

2

4

x

y

O

G

2

4  xy 24 

Рис. 9  

Застосовуємо формулу 



G

dxdyyxfV ),( . 

Нагадаємо, що підінтегральна функція визначається з рівняння 
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поверхні ),( yxfz  , яка обмежує тіло зверху. Задане тіло обмежене 

зверху параболічним циліндром 2xz  , отже 2),( xyxf  . Маємо: 






x

G

dyxdxdxdyxV

24

0

2
2

0

2 , 

,24)24( 322
24

0

2
24

0

2 xxxxyxdyx
x

x






  

3

8
8

3

32

2

1

3

4
)24(

2

0

43
2

0

32 







  xxdxxxV . 

 Приклад 2. 9,0,
33

22
22

 yxz
yx

z . 

 Розв'язання. Будуємо тіло та його проекцію на площину Оху 

(рис. 10). 

x

y

z

O x

y

O

G

3

3

Рис. 10  

У даному прикладі при обчислені подвійного інтеграла зручно перейти 

до полярної системи координат. Можемо записати: 

,
3

1

3

1

33

3

0

3
2

0

2
22


















 



dddddxdy
уx

V

GG

 

,
4

81

4

1
3

0

4
3

0

3   d  
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.
2

27

4

27

4

81

3

1
2

0

2

0






  dV  

 

 Завдання 6. Знайти центр ваги однорідного тіла, яке обмежене 

вказаними поверхнями. 

 Приклад 1. .5,4 22  zyxz  

 Розв'язання. Будуємо тіло, центр ваги якого потрібно знайти та 

його проекцію на площину Оху (рис. 11). 

x

y
O

z

-5

Рис. 11

x

y

O

 20

 20

G

 

Система рівнянь 5,4 22  zyxz  визначає рівняння кола у 

просторі, по якому перетинаються задані параболоїд обертання і 

площина. Для знаходження проекції цієї лінії на площину Оху 

виключаємо змінну z із вказаної системи: 

.20,20 2222  yxyx . 

Отже, проекцією заданого тіла на площину Оху є круг, радіус якого 

дорівнює 20 . 

 Застосовуємо формули 

,,,
m

M
z

m

M
y

m

M
x

xyxzyz
  

,),,(,),,(  

T

yz

T

dxdydzzyxxMdxdydzzyxm   
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 

T

xy

T

xz dxdydzzyxzMdxdydzzyxyM ),,(,),,(  , 

де m – маса тіла, Myz, Mxz, Mxy – статичні моменти тіла відносно 

відповідних площин. Так як тіло однорідне, то 1),,( zyx . Крім того, 

задане тіло симетричне відносно вісі Oz, отже, .0 yx  При 

обчисленні потрійних інтегралів зручно перейти до циліндричної 

системи координат. Рівняння заданого параболоїда обертання приймає 

вигляд ,25,0 2z  а рівняння площини 5z  не змінюється. 

Обчислюємо спочатку масу: 









225,0

5

20

0

2

0

,



 dzdddzdddxdydzm

TT

 

,25,05)525,0( 3225,0

5

25,0

5

2

2















 zdz  

,25
4

25,0

2

5
)25,05(

20

0

42
20

0

3 







  d  

.502525
2

0

2

0






  dm  

Обчислюємо статичний момент: 









225,0

5

20

0

2

0

,



 dzzdddzddzzdxdydzM

TT

xy  

,
2

25

32

1

2

1 5
25,0

5

2

25,0

5

2
2















 zdzz  
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,
3

250
125

3

125

4

25

192

1

2

25

32

1
20

0

26
20

0

5 
















  d  

.
3

500

3

250

3

250
2

0

2

0














  dM xy  

Обчислюємо z  (нагадаємо, що 0 yx ): 

).3(,3
503

500









m

M
z

xy
 

 Приклад 2. .36, 2222 zxyzxy   

 Розв'язання. Маємо рівняння півконуса і півсфери. Будуємо тіло 

у просторі та його проекцію на площину Oxz (рис. 12).  

x

z

O

G

 23

 23

x

y
O

z

6

Рис. 12  

Для визначення границі проекції виключаємо змінну у з системи 

рівнянь .36, 2222 zxyzxy   Маємо: 

.18,36,36 2222222222  zxzxzxzxzx  

Проекцією заданого тіла на площину Oxz є круг з радіусом .2318   

 Координати центру ваги обчислюємо за формулами, які 

наведені у попередньому прикладі. Так як тіло однорідне, то 

1),,( zyx . Вісь Оу є віссю симетрії, отже, .0 zx  Обчислюємо 

масу (у подвійному інтегралі переходимо до полярних координат): 
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,

22

22

36








zx

zxGT

dydxdzdxdydzm  

,36 222236
36

22

22

22

22

zxzxydy
zx

zx

zx

zx










  








 






  
GG

dddxdzzxzx  22222 3636  

,3636

23

0

22
2

0

23

0

2
2

0





dddd  






 






   








  
23

0

22
23

0

2
23

0

22 )36(36
2

1
36  ddd  

  )22(36
3

1
36

3

2

2

1
23

0

3

23

0

2

3
2   , 

.)22(72)22(36)22(36
2

0

2

0






  dm  

 Обчислюємо статичний момент: 

,

22

22

36








zx

zxGT

xz ydydxdzydxdydzM  

,18
2

1 22
36

2
36 22

22

22

22

zxyydy

zx

zx

zx

zx











  

,)18()18()18(

23

0

2
2

0

222

 






dddddxdzzx

GG
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,8181162
4

1
9)18(

23

0

42
23

0

2 







  d  

.1628181
2

0

2

0






  dM xz  

 Обчислюємо :у  

.841,3
)22(72

162









m

M
y xz  

 

 Завдання 7. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду. 

 Приклад 1. ,)1( 

K

dly  де К – дуга астроїди ,cos4 3 tx   

20;sin4 3  tty . 

 Розв'язання. Так як контур інтегрування заданий 

параметричними рівняннями ,),(),(   ttyytxx  то 

застосовуємо формулу 

 





dttytxtytxfdlyxf

AB

22 ))(())(())(),((),( . 

Знайдемо спочатку диференціал дуги кривої: 

 dtttdttytxdl 232322 ))sin4(())cos4(())(())((  

 dttttt 2222 )cossin12()sincos12(  

.sincos12)sin(cossincos144 2222 tdttdttttt   

Обчислюємо інтеграл: 
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 

2

0

4

2

0

3 sinsin48sincos)1sin4(12)1(



ttdtdtttdly

K

 

.6,156
5

48
sin6sin

5

48
sinsin12

2

0

25

2

0









 



ttttd  

 Приклад 2. ,
12


K

dl
x

y
 де К – менша дуга кола ,622 xyx   яка 

відтинається прямою 5у . 

 Розв'язання. Перетворимо рівняння заданої кривої: 

.9)3(,9)96( 2222  yxyxx  

Маємо рівняння кола з центром в точці (3;0) і 

радіусом 3r  (рис. 13). Знайдемо точки 

перетину кола і прямої: 

.5,1,056 21
2  ххxx  

Розв'язавши рівняння кола відносно у, 

отримуємо ,6 2xxy   )51(  x . Контур інтегрування заданий 

рівнянням .),( bxaxyу   Застосовуємо формулу 

 

b

aAB

dxxyxyxfdlyxf 2))((1))(,(),( . 

 Обчислюємо диференціал дуги кривої: 

.
6

3

6

3
1))((1

2

2

2

2

xx

dx
dx

xx

x
dxxydl





















  

Обчислюємо інтеграл: 

O 3      6   x5

y

Рис. 13

1

5
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










5

1

2

5

1
22

2

2 1
3

6)1(

63

1 x

dx

xxx

dxxx
dl

x

y

K

 

.
4

3
5arctg3arctg3

5

1


 x  

           Приклад 3. ,
K

xdl  де К – дуга кардіоїди .0),cos1(5    

 Розв'язання. Крива К задана рівнянням   ),(  в 

полярних координатах. Обчислюємо криволінійний інтеграл за 

формулою 

 





 dfdlyxf

AB

22 ))(()()sin)(,cos)((),( . 

Знаходимо диференціал дуги кривої: 

  dddl 2222 )sin(25)cos1(25))(()(  

2
cos10

2
cos225)cos1(25 2 

  d . 

 Перейдемо до визначеного інтегралу (замість х підставляємо 

 cos)cos1(5cos)(  ): 

 







0
2

coscos)cos1(50 dxdl

K

 

.
2

coscos50
2

coscos50

0

2

0

 









 dd  

Кожен з інтегралів обчислюємо окремо. Нижче буде застосована 

тригонометрична формула 

)).cos()(cos(
2

1
coscos    
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Маємо: 









 











00
2

cos
2

3
cos

2

1

2
coscos dd  

,
3

2
2

3

2

2

1

2
sin2

2

3
sin

3

2

2

1

0























 

 













000

2

2
cos

2

1

2
cos)2cos1(

2

1

2
coscos ddd  









 














000
2

3
cos

2

5
cos

4

1

2
cos

2

1

2
cos2cos

2

1
ddd  

,
15

14

6

1

10

1
1

2

3
sin

6

1

2

5
sin

10

1

2
sin

0














 

.80
15

14

3

2
50 










K

xdl  

 Приклад 4. ,)( 2

 

K

dlyzyx  де К – дуга гвинтової лінії ,cos4 tx   

,sin4 ty   ,tz   .0  t  

 Розв'язання. Дуга просторової кривої задана параметричними 

рівняннями   ttzztyytxx );(),(),( . Застосовуємо формулу 

.))(())(())(())(),(),((),,( 222

 





dttztytxtztytxfdlzyxf

AB

 

Дістаємо: 

 dtttdttztytxdl 222222 1)cos4()sin4())(())(())((  

dtdttt 171)cos(sin16 22  , 
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 


0

22 17)sin4sin4cos16()( dtttttdlyzyx

K

 

 



00

2 sin174sincos1764 tdtttdtt , 

,
3

2
cos

3

1
coscossincos

0

3

0

2

0

2  




tttdtdtt  

,sincos
cos,

sin,
sin

00

0










 ttt

tvdtdu

tdtdvtu
tdtt  

3

)332(174
174

3

2
1764)( 2 





K

dlyzyx . 

 

 Завдання 8. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду. 

 Приклад 1.  

AB

dyyxxydx ,)(  де АВ – дуга кривої 3 xy   від 

точки )2;8(А  до )1;1(В . 

 Розв'язання. Контур інтегрування АВ задається рівнянням 

)(xyy  . Обчислюємо інтеграл за формулою 

,))())(,())(,((),(),(  

b

aAB

dxxyxyxQxyxPdyyxQdxyxP  

де a, b – абсциси точок А і В відповідно. Маємо: 









 


1

8

3233

3

1
)()( dxxxxxxdyyxxydx

AB

 

.
28

1671

2

3

3

1

4

3

3

1

7

3

3

1

3

1
1

8

323437
1

8

313134 
















 

 xxxdxxxx  
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 Приклад 2.  

AB

dyxxydx ,2 2  де АВ – відрізок прямої від точки 

А(0;1) до В(3;7). 

 Розв'язання. Запишемо рівняння прямої АВ. Використовуємо 

рівняння прямої, яка проходить через дві задані точки ),( 111 ухМ  і 

),( 222 ухМ : 

.
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









 

Маємо: 

.12,
6

1

3
,

17

1

03

0













xy

yxyx
 

Обчислюємо криволінійний інтеграл за формулою, яка наведена у 

попередньому прикладі: 

 
3

0

2
3

0

22 )26()2)12(2(2 dxxxdxxxxdyxxydx

AB

 

.63954)2(
3

0

23  xx  

 Приклад 3.  

AB

xdyydx ,  де АВ – дуга кола tytx sin4,cos4   

від 0t  до .4t  

 Розв'язання. Крива АВ задана параметричними рівняннями 

).(),( tyytxx   Обчислюємо інтеграл за формулою 

,))())(),(()())(),(((),(),( dttytytxQtxtytxPdyyxQdxyxP

AB

 




 

де  ,  – значення параметра t в точках А і В відповідно. Отримуємо: 
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 
4

0

)coscos4)sin4((sin



dtttttxdyydx

AB

 

.22sin
2

1
42cos4)sin(cos4

4

0

4

0

4

0

22  




ttdtdttt  

 Приклад 4. ,222

 

AB

ydzxxdyzzdxy  де АВ – дуга кривої ,tx   

,2ty   3tz   від 0t  до 1t . 

 Розв'язання. Просторова крива задана параметричними 

рівняннями )(),(),( tzztyytxx  . Застосовуємо формулу (в точці 

А параметр t дорівнює ,  а в точці В – t дорівнює  ): 

 




)())(),(),(((),,(),,(),,( txtztytxPdzzyxRdyzyxQdxzyxP

AB

 

.))())(),(),(()())(),(),(( dttztztytxRtytztytxQ   

Дістаємо: 

 
1

0

222634222 )321( dtttttttttydzxxdyzzdxy

AB

 

504

391

7

3

9

2

8

1

7

3

9

2

8

1
)32(

1

0

798
1

0

687 







  tttdtttt . 

 

  Завдання 9. Показати, що криволінійний інтеграл не залежить 

від шляху інтегрування, та обчислити його для заданих точок А(1;1), 

В(2;3) і С(2;1) по двом контурам інтегрування: а) по відрізку прямої 

АВ; б) по ламаній АСВ. 

 Приклад 1.  

K

dyyxdxxxy .)154()68( 22  
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 Розв'язання. Умовою незалежності криволінійного інтеграла 

dyyxQdxyxP

AB

),(),(   від шляху інтегрування є наступна тотожна 

рівність  

y

yxP

x

yxQ








 ),(),(
. 

У нашому випадку маємо: 

.8
),(

,8
),(

,154),(,68),( 22 x
y

yxP
x

x

yxQ
yxyxQxxyyxP 









  

Умова виконана.  

 а) Використовуючи рівняння прямої, яка проходить через дві 

точки, записуємо рівняння прямої АВ: 

.21;12,
13

1

12

1










xxy

yx
 

Обчислюємо інтеграл по відрізку АВ: 

 

АВ

dyyxdxxxy )154()68( 22  

 

2

1

22 )2))12(154(6)12(8( dxxxxxx  

.18330361748)306148()30122144(
2

1

23
2

1

2   xxxdxxx

 б) Очевидно, що  

СВАСАСВ

. Відрізок АС описується 

співвідношеннями: 0;21,1  dyxy . Можемо записати: 

.217)618()154()68(
2

1

2
2

1

22   xdxxxdyyxdxxxy

АC

 

Відрізок СВ: .0;31,2  dxyx  Дістаємо: 

О     1     2           x

y

Рис. 14 

3 B
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 Завдання 10. Показати, що заданий вираз dyyxQdxyxP ),(),(   є 

повним диференціалом для деякої функції ),( yxU  та знайти цю 

функцію. 

 Приклад 1. dyyxdxyx )6()24( 43  . 

 Розв'язання. Вираз dyyxQdxyxP ),(),(   є повним 

диференціалом в деякий області, якщо в кожній точці цієї області 

виконується рівність 

y

yxP

x

yxQ








 ),(),(
. 

Перевіряємо виконання вказаної умови: 

.4
),(
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),(

,6),(,24),( 3343 x
y

yxP
x

x

yxQ
yxyxQyxyxP 




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


  

Умова виконується. Функцію ),( yxU  шукаємо за формулою 

CdyyxQdxyxPyxU

y

y

x

x

 
00

),(),(),( 0 , 

де 00 , ух  – координати фіксованої точки (вибирається довільно), у 

який функції ),,( yxP  ),( yxQ  та їхні частинні похідні неперервні. При 

інтегруванні у другому інтегралі по змінній у величина х вважається 

сталою. Нехай 000  ух . Отримуємо: 
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 Приклад 2. dy
y

xedxye
x

xyxy

























23

26
. 

 Розв'язання. Застосовуємо формули, яки наведені у 

попередньому прикладі. Перевіряємо умову:  
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Умова виконана. Відмітимо, що брати початок координат у якості 

фіксованої точки не можна, так як у цій точці функції ),( yxP  і ),( yxQ  

терплять розрив (нулі у знаменниках). Нехай 100  ух . Дістаємо: 
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де 1С  – довільна стала ( CeС  231 ). 


