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ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ВЯЗКОУПРУГИХ 
ТЕЛ ВРАЩЕНИЯ ПРИ ОСЕСИММЕТРИЧНОМ 

ГАРМОНИЧЕСКОМ ДЕФОРМИРОВАНИИ

Изучение термомеханического поведения вязкоупругих тел при 
гармоническом нагружении представляет интерес при прогнозировании 
прочности и работоспособности различных элементов виброзащитных и 
демпфирующих систем. При этом возможно существенное повышение 
температуры колеблющегося тела, возникающее вследствие диссипа­
ции механической энергии. Диссипативный разогрев может при опре­
деленных условиях решающим образом влиять на функциональную 
способность конструктивных элементов.

Общая система уравнений связанной динамической теории термо­
вязкоупругости, описывающая термомеханическое поведение вязкоупру­
гих тел, является существенно нелинейной. Ее нелинейность обуслов­
лена как зависимостью механических свойств материала от температу­
ры и от компонент тензора деформаций, так и связанностью механи­
ческих и тепловых полей. В случае постоянных механических характе­
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ристик материала исходная система распадается на линейную систему 
вязкоупругости и уравнение энергии с известным источником тепла, 
который вычисляется после решения линейной задачи вязкоупругости.

Общий обзор по применению различных аналитических и числен­
ных методов решения квазистатических и динамических задач термо­
вязкоупругости при гармонических нагрузках содержится в работах 
[2, 3, 4, 6, 8].

В настоящей статье в нелинейной постановке исследуется дина­
мическое поведение и температура диссипативного разогрева вязко- 
упругого тела вращения при осесимметричном нагружении. Вязкоупру­
гие свойства материала учитываются с помощью комплексных характе­
ристик [2], зависящих от частоты и температуры. При учете зависи­
мости свойств материала от температуры для решения нелинейной за­
дачи можно использовать метод пошагового интегрирования [2, 3, 8]. 
При этом на каждом шаге необходимо решать задачу вязкоупруго­
сти с механическими характеристиками, вычисленными на предыдущем 
шаге по времени. Решение линейных уравнений вязкоупругости и теп­
лопроводности на каждой итерации находится методом конечных эле­
ментов, для чего используется вариационная формулировка этих за­
дач [4]

u= u '+ iu ' \  w =  w'-\-iw" — комплексные амплитуды перемещений; ег-/— 
комплексные амплитуды тензора деформаций; о  — круговая частота; 
р — плотность материала; tnry tnz — проекции поверхностной силы
" 4  —

tn, действующей на поверхность тела с внешней нормалью п\ Т — 
осредненная за цикл температура; а, а  — коэффициенты теплопро­
водности, температуропроводности, теплоотдачи; 0 — температура ок­
ружающей среды; G(со, Т) =  Gi(a>, Г )+ Ш 2(о), Г), К(со, Т) =/<Ti(оо, Г) +  
+ 1/(2(0), Т ) — комплексные модули сдвига и объемного расширения. 
Для осесимметричной задачи осредненная за цикл диссипативная 
функция определяется по формуле

Решение вариационной задачи (1) осуществляется методом конеч­
ных элементов, предполагая при этом, что в пределах четырехуголь­
ного элемента перемещения и температура аппроксимируются квадра­
тичными функциями [5]
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wiy uiy Ті — значения амплитуд перемещений и температуры в узло­
вых точках.

Координаты местной системы §, ті связаны с цилиндрическими г, 
г и координатами узловых точек zu г і соотношениями

Для четырехугольного элемента, все стороны которого могут совпадать 
с границей тела, производные для первого узла имеют вид:

ISSN 0032—S243. Прикл. механика, 1989, т. 25, М 524

После подстановки выражений (4) в (2) условие стационарности 
функционала 6Э =  0 приводит к системе линейных алгебраических
уравнений относительно комплексных амплитуд компонент вектора пе­
ремещений [4]



Термомеханическое поведение

Записывая аналогичные соотношения для других точек четырех­
угольника и суммируя выражения (8) по всем элементам, на которые 
разбито меридиональное сечение, получим систему алгебраических 
уравнений относительно узловых значений компонент вектора переме­
щений.

Аппроксимируя коэффициент теплоотдачи и температуру окружаю­
щей среды квадратичными функциями

8 8

а  =  2  Фі^ч; 0 =  2  Ф;0і
£=1 1=1

и учитывая выражение (4), из условия стационарности функционала 
6 /= 0  для определения узловых значений температуры Ті получаем 
систему линейных дифференциальных уравнений первого порядка. 
Уравнение, записанное для первого узла четырехугольника имеет вид

Здесь

Одним из наиболее простых и достаточно точных приемов реше­
ния уравнений (10) является метод Бубнова — Галеркина [1]. Аппро­
ксимируя изменение температуры на интервале времени t-\-% линей­
ной функцией и применяя процедуру метода Бубнова — Галеркина, 
для определения узловых значений Ті получаем систему линейных ал­
гебраических уравнений. Уравнение, записанное для первой точки че­
тырехугольника, каждая из сторон которого может совпадать с грани­
цей тела имеет вид
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Исследование численного решения задачи теплопроводности показы­
вает, что наилучшая точность достигается при у= 1/3 . При у = 0  по­
лучаем неявную разностную схему решения уравнения (10).

Предлагаемый подход применяется к исследованию термомехани­
ческого поведения вязкоупругого кругового цилиндра конечной дли­
ны с заданными на торцах перемещениями w =  w0cos со̂ , и= 0 и сво­
бодной от нагрузки боковой поверхностью. Предполагается, что ци­
линдр находится в условиях конвективного теплообмена с окружающей 
средой, температура которой равна начальной 0 =  ГО при коэффициен­
тах теплоотдачи osi и а 2 на цилиндрической поверхности r = R  и тор­
цах 2 =  + #  соответственно.

Поскольку меридиональное сечение цилиндра и граничные условия 
симметричны относительно плоскости z = 0 , при вычислении напря­
женно-деформированного состояния и температурного поля достаточно 
рассмотреть четверть меридионального сечения цилиндра.

В качестве основных вязкоупругих характеристик выбираются 
комплексный модуль сдвига G и коэффициент Пуассона v. В резуль­
тате решения задачи определяются перемещения, деформации, напря­
жения, температура диссипативного разогрева, а также безразмерная 
динамическая жесткость

и коэффициент поглощения энергии [7]

где

Численные результаты получены для цилиндра из резины 
ИРП-1374. Составляющие комплексного модуля сдвига G представля­
ются выражениями

Gx =  a ^ V 2'341; G2 =  GiCâ e- 2,Мф, (13)
где зависящая от температуры функция ф имеет вид

(14)

а аи Ь, с, d — постоянные материала; Тт — температура приведения.
В расчетах использовались следующие значения параметров: a j=  

=  1,35-106 Па; 6 =  0,04; с=0,06; d=0,18, v=0,495; р=1200 кг/м3; Х=
=  0,22 Вт/м-град; а=1,183-10-7 м2/с; G0= l,18 -106 Па; со =  со/о)0; ш0=  
=  1 с-1; cti =  8,8 Вт/м2-град; а 2=1153 Вт/м2-град; 7))=20 °С; Гг=  
= —20°С; 7? =  0,1 м; Я = 0 ,1  м, Шо=5-10-5 м.
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С целью оценки точности предлагаемого подхода вначале рассмат­
ривалась линейная задача для случая независящих от температуры 
свойств материала (в выражении (14) полагается Т = Т 0).

На рис. 1 показана зависимость модуля комплексной жесткости 
от безразмерной частоты Q =  (p/G0) ,/2. Результаты, отмеченные точ­
ками, получены методом конечных элементов, а сплошные линии соот­

ветствуют точному решению [6]. Как видно, при выбранной дискрети­
зации области результаты конечноэлементного подхода достаточно 
хорошо согласуются с результатами аналитического решения для диа­
пазона частот до 5 резонанса.

На рис. 2 показана частотная зависимость максимальной по объ­
ему установившейся температуры 0 * = (Г —Т0)Н2- Ю-6/(Г 0—Tr)w 2.

Далее данный подход применяется для решения нелинейной зада­
чи (модуль сдвига G считается зависящим от температуры согласно 
формулам (13, 14)).

На рис. 3 показано изменение динамической жесткости 60 =
R

= И [ crzz(r, H)rdr/( 1 +  v)G0w0R2 в зависимости от частоты, включая пер- »/ о
вый резонанс. Как видно, учет зависимости свойств материала от тем­
пературы приводит к качественному отличию результатов и позволяет 
выявить нелинейный характер поведения цилиндра. При возрастании 
частоты нагружения происходит перескок из точки I в точку II (QI =  
=4,592). При дальнейшем увеличении частоты реализуется участок 
II—III. При уменьшении Q процесс идет по участку III—IV. Из точ­
ки IV происходит перескок в точку V (Qiv =  4,496). В диапазоне ча­
стот ЙіуС Й С Й і существует два устойчивых состояния.
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Изменение максимальной по объему установившейся температуры
яЬ0* (на рис. 40 — 0*) и коэффициента поглощения энергии ^  -102 (на 

рис. 5 2ф/я*102 следует читать ^  -102) в зависимости от частоты на­
гружения показано соответственно на рис. 4, 5. Сплошные линии на 
рис. 3—5 соответствуют нелинейной постановке задачи, штриховые — 
линейной.

При вычислениях четверть меридионального сечения цилиндра ап­
проксимировалась 60 четырехугольными восьмиузловыми элементами. 
Использование элементов более высокого порядка по сравнению с эле­
ментами, применяемыми в [2, 3], позволяет повысить точность вычис­
лений в области резонансных частот.
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