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Оцінка ефективності використання та надійності функціонування виробничих систем 

і автоматизованих виробничих ліній потребує впровадження точних і обґрунтованих методів 

моделювання. У процесі аналізу важливо враховувати складність досліджувальних систем, 

багатофакторний характер взаємодії між їхніми елементами та непередбачуваність впливу 

зовнішніх умов.  

Математичний інструментарій для моделювання та оцінки ефективності й надійності 

виробничих систем і виробничих ліній охоплюють широкий спектр підходів, кожен із яких 

використовується залежно від специфіки завдання й особливостей. 

Ланцюги Маркова є потужним інструментом для моделювання стохастичних 

процесів. Вони є особливо корисними для оцінки надійності, через те, що їх застосування 

дозволяє досліджувати поведінку системи в умовах ймовірнісних переходів між станами, 

таких як робочий, аварійний або стан технічного обслуговування. Завдяки своїй 

математичній суворості та здатності враховувати випадкові фактори, ланцюги Маркова 

стають універсальним методом для оцінки надійності виробничих систем та 

автоматизованих виробничих ліній та прогнозування їхньої продуктивності. 

Механізм використання матриці стану та вектора стану є ключовим у моделюванні 

надійності та ефективності, зокрема у стохастичних процесах, якими є ланцюги Маркова. 

Розглянемо більш детально це питання. 

Матриця стану (або матриця ймовірностей переходу) є квадратною матрицею, яка 

описує ймовірності переходу виробничої системи між усіма можливими станами за один 

крок. Кожний елемент цієї матриці, позначений як P{ij}, визначає ймовірність переходу із i-

стану в j-стан. Важливо, що сума всіх елементів у кожному рядку матриці дорівнює одиниці: 

 ∑ 𝑝𝑖𝑗
𝑛
𝑖=1 = 1 .  (1) 

Вектор стану описує розподіл ймовірностей перебування системи в кожному з її 

можливих станів у певний момент часу. Це рядок (або стовпчик), у якому кожен елемент pi 

(pj) позначає ймовірність перебування системи в стані i (j). Наприклад, для системи з трьома 

станами вектор може бути записаний як: 

 𝑆𝑖 = (S1, S2, S3) або 𝑆𝑗 = (
S1

S2

S3

).  (2) 

Механізм взаємодії матриці стану та вектора стану передбачає, що при кожному кроці 

часу новий стан системи визначається множенням поточного вектора стану 𝑆𝑖  на матрицю 

стану 𝑃 = {𝑝𝑖𝑗}: 

  𝑆𝑖+1 = 𝑆𝑖  · 𝑃,  (3) 

де Si+1 – вектор стану на наступний момент часу. 

Цей механізм дозволяє моделювати, як розподіл ймовірностей змінюється з часом. 

Теорема про взаємозв’язок матриці стану та вектора стану, стверджує, що якщо 
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систему достатньо довго моделювати через множення вектора стану на матрицю стану, то 

розподіл ймовірностей досягне стаціонарного стану. Зазначене виконується за умови, що 

матриця відповідає певним властивостям, наприклад, є примітивною. Стаціонарний стан, 

позначений як Si, задовольняє рівнянню: 

 Si  =  𝑆0 · 𝑃𝑖 ,   (4) 

Це означає, що стаціонарний вектор стану є власним вектором матриці P, відповідним 

власному значенню, яке дорівнює одиниці. Стаціонарний стан описує стабільний розподіл 

ймовірностей, у якому система перебуватиме незалежно від початкового стану. 

Метод Монте-Карло є потужним інструментом для моделювання складних систем і 

процесів у різних умовах. Він дозволяє проводити численні симуляції, що базуються на 

випадкових змінних, для оцінки імовірностей, надійності та ефективності виробничих 

процесів.  

Можна пропонувати наступні етапи застосування цього методу: 

1. Визначення параметрів системи. 

2. Генерація випадкових значень. 

3. Обчислення вихідних значень. 

4. Прогнозування та оптимізація на основі обчислених вихідних даних. 

Приклад застосування: уявімо, що досліджується виробнича лінія, що залежить від 

кількох факторів, таких як час простою обладнання Td і швидкість обробки 𝑅ш. При цьому 

вихідна продуктивність 𝑃пр може бути змодельована функцією: 

  𝑃пр =  
𝑅ш

𝑡
(1 − 𝑇𝑑).   (5) 

Застосування методу Монте-Карло дозволяє варіювати факторами Td і 𝑅ш у різних 

сценаріях, щоб оцінити середнє значення продуктивності 𝑃пр і ймовірність збоїв. 

Теорію масового обслуговування (ТМО) рекомендують для моделювання потоків 

продукції, черги та навантаження на окремі елементи виробничої системи. Методи ТМО 

допомагають оцінити продуктивність і знаходити «вузькі місця» у виробничих процесах, що 

можуть призводити до простоїв або перевантаження. 

ТМО аналізує процеси, в яких потоки заявок проходять через систему 

обслуговування. Основою методу ТМО є моделювання інтенсивності надходження заявок λ і 

швидкості їх обслуговування μоб. 

Модель «M/M/1», як одна з найпоширеніших, описує систему з одним каналом 

обслуговування, де потік заявок і час обслуговування підпорядковуються експоненціальному 

розподілу. Основні формули моделі «M/M/1» дозволяють визначити, скільки заявок, що 

одночасно перебуває у системі, середній час очікування в черзі, а також загальну 

продуктивність виробничої системи. 

Коефіцієнт завантаження виробничої системи: 

  𝑟 =  
𝜆

𝜇об
 ,   (6) 

де r < 1, для стабільної виробничої системи. 

Середня кількість заявок у виробничій системі дорівнює: 

 𝐿 =  
𝑟

1−𝑟
 .   (7) 

Середній час перебування заявки у виробничій системі: 

 𝑊 =  
1

𝜇об−𝜆
 .   (8) 

Ймовірність того, що система вільна визначається за формулою: 

  𝑃0 =  1 − r.   (9) 

Ймовірність перебування n заявок у системі: 

 𝑃𝑛 = (1 −  𝜌) · 𝜌𝑛.   (10) 
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Застосування методу ТМО в реальних умовах дає можливість оптимізувати роботу 
виробничих ліній, оцінюючи черги та знаходячи «вузькі місця». Це корисно для вирішення 
задач, таких як покращення продуктивності, зменшення часу простою та адаптація до змін у 
потоці заявок. Результати аналізу слугують основою для прийняття стратегічних рішень і 
впровадження нових підходів до управління виробничими процесами. 

Регресійний аналіз передбачає використання статистичних методів, таких як регресія. 
Застосовується регресійний аналіз для виявлення залежностей між параметрами 
виробництва, наприклад, витратами ресурсів та обсягами продукції. Це дає змогу розуміти 
ключові фактори, що впливають на надійність та ефективність. У контексті дослідження 
виробництва цей метод дозволяє виявити зміни у витратах ресурсів (незалежна змінна) та їх 
вплив на обсяги випуску продукції (залежна змінна). Головною метою даного методу є 
встановлення математичної моделі, яка описує цю залежність. Наприклад, у випадку 
лінійного регресійного рівняння, де залежна змінна це обсяги випуску продукції, незалежна 
змінна – це витрати ресурсів, а константа та коефіцієнт регресії, показують силу впливу 
незалежного параметра на залежний. 

Під час проведення регресійного аналізу важливим етапом є оцінка значущості 
результатів. Для цього використовуються статистичні критерії, які дозволяють оцінити, 
наскільки вплив незалежної змінної на залежну є суттєвим. Також метод допомагає 
оцінювати точність прогнозів, будуючи інтервальні значення для очікуваних результатів. 

Завдяки регресійному аналізу можна визначити ключові фактори, що найбільше 
впливають на ефективність виробничих процесів. Це дозволяє оптимізувати використання 
ресурсів, знаходити критичні точки для покращення виробництва, а також приймати 
обґрунтовані управлінські рішення. Зазначений математиничний інструмент часто 
використовується для тестування нових стратегій, аналізу даних і прогнозування результатів.  

Балансові моделі. Використовуються для оптимізації розподілу ресурсів (капіталу, 
праці, енергії) між різними елементами виробничої системи для досягнення максимального 
результату. 

Моделі оптимізації – це прередусім моделі математичного програмування. 
Математичне програмування, включаючи лінійне, нелінійне та динамічне програмування, 
допомагає знаходити найкращі рішення для оптимізації витрат, продуктивності або 
енергоспоживання виробничих систем та ліній на підприємстві. 

Моделі життєвого циклу – це моделі, які оцінюють ефективність і надійність 
виробничої системи протягом усього її життєвого циклу, враховуючи проектування, 
встановлення, експлуатацію та обслуговування. 

Системна динаміка є методом, який дозволяє моделювати взаємодію різних елементів 
системи з урахуванням часової динаміки, що особливо корисно для аналізу довгострокових 
тенденцій у виробництві. 

Існуючі математичний інструментарій для оцінки ефективності та надійності 
виробничих автоматизованих ліній охоплюють широкий спектр підходів – від класичних 
статистичних методів до сучасних симуляційних моделей. Методи прикладної математики, 
такі як регресійний аналіз і теорія масового обслуговування, дозволяють глибоко аналізувати 
ключові параметри виробничої системи, виявляти залежності між змінними, прогнозувати 
поведінку системи і оптимізувати виробничі процеси. Симуляційні моделі, як метод Монте-
Карло, забезпечують можливість тестування альтернативних стратегій та сценаріїв без 
втручання у реальний виробничий процес. Однак, класичні математичні методи мають 
обмеження щодо складності й адаптивності до сучасних умов виробництва, які 
характеризуються великим обсягом даних і швидкими змінами в зовнішньому середовищі. 

Ці виклики відкривають перспективи застосування методів штучного інтелекту (ШІ), 
який здатний обробляти великі масиви даних, моделювати складні взаємодії та 
автоматизувати процеси аналізу. ШІ пропонує гнучкі підходи до вирішення завдань 
оптимізації, прогнозування і оцінки надійності та ефективності, значно перевершуючи 
традиційні методи за адаптивністю та точністю. 
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