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Передмова 
 

 Опір матеріалів – загальнонаукова дисципліна, яка займає 

важливе місце в вузівській програмі фундаментальної підготовки 

спеціалістів.  

 Необхідною умовою успішного оволодіння курсом є виконання 

індивідуальних домашніх завдань. Задачі треба розв’язувати на протязі 

семестру відразу після розгляду відповідної теми на лекціях, чи 

практичних заняттях. 

 Поточний контроль відбувається шляхом розв’язання типових 

задач курсу на контрольних і самостійних роботах, які проводяться 

після закінчення відповідних розділів. У посібнику сформульовані 

типові багатоваріантні задачі та приведені приклади їх розв’язання. 

 Посібник відповідає діючій робочій програмі з теоретичної 

механіки, призначений для студентів електротехнічних спеціальностей 

і може бути використаний як в навчальному процесі, так і в інженерній 

практиці. 

 Дані для розрахунків брати до кожної задачі згідно номеру 

варіанту, який видає викладач. Наприклад: 

4 1 5 

г д е 

В даному випадку цифра визначатиме рядок, а літера – стовпець. 

Комірка, отримана в результаті перетину відповідного рядка та 

стовпця, дає необхідне значення величини. Наприклад, стовпцю “е” 

відповідає рядок під номером “5”, в результаті їх перетину отримуємо 

комірку з якої знаходимо значення необхідної величини. 

 Зауваження: 

- роботи, виконані не за варіантом, або несамостійно не 

зараховуються; 

- допускається видача інших варіантів лектором, або викладачем, 

що проводить практичні заняття – на першій лекції, або на 

першому практичному занятті. 
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Задача ОМ1 – розрахунок на міцність проводів повітряних 
електричних мереж 

 
 

1.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Багатожильний алюмінієвий дріт (Е=0,7∙105 МПа, 

α=20∙10-6 1/с) ліній електропередач площею поперечного перерізу А, 

діаметром d та вагою одиниці довжини q, підвішують при температурі 

Т0 до опор, котрі знаходяться на одному рівні на відстані l. Вихідні 

дані приведені в таблиці ОМ1. 

 Знайти: 

 1. яку стрілу провисання f0 необхідно надати дроту, щоб напру-

ження в найбільш небезпечному положенні дорівнювало допустимому; 

 2. висоту точок підвішування дроту, щоб відстань його найнижчої 

точки від землі була не менше Н=6 м. 

 Розрахунки дроту виконати для таких випадків: 

 а) температура ожеледі Тож=−5 0С; при цьому на дроті утво-

рюється шар льоду завтовшки h, а також діє тиск вітру (горизонталь-

ний) р. 

 б) мінімальна температура повітря (з врахуванням географічних 

умов) Тmin. 

 в) максимальна температура повітря Тmax. 
 

Таблиця ОМ1 

№
 р

я
д

к
а 

А
, 

м
м

2
 

d
, 

м
м

 

q
, 

Н
/м
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 м

 

h
, 

м
м
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0
,,

 0
С
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m

a
x,

 0
С

 

T
m

in
, 

0
С

 

р
, 

П
а
 

1 70 10,9 1,9 78 110 11 17 41 -25 150 

2 93,1 12,5 2,57 68 120 12 16 42 -26 160 

3 117 14 3,21 64 130 13 15 43 -27 170 

4 167 16,8 4,58 60 140 14 14 44 -28 180 

5 183 17,6 5,03 56 150 15 13 45 -29 190 

6 195 18,2 5,35 52 160 16 12 46 -30 200 

7 208 18,7 5,72 50 170 17 11 47 -31 210 

8 221 19,4 6,07 54 180 18 10 48 -32 220 

9 248 20,4 6,87 48 190 19 9 49 -33 230 

0 239 20,1 6,56 45 200 20 8 50 -34 240 

 г д e г д e г д e г 
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1.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 В поперечних перерізах дротів повітряних електричних мереж діє 

лише осьова (поздовжня) сила розтягу. При розрахунку на міцність 

довгих гнучких дротів істотне значення має їх власна вага qвл. 

Навантаження q може включати в себе також вагу льду qл при 

обледенінні дротів та тиск вітру qв: 

 
22

)( влв л qqqq ++= . (1.1) 

 Для спрощення розрахунків з достатньою точністю можна 

вважати, що навантаження, яке діє на підвішений дріт, рівномірно 

розподілене по всій довжині між точками його підвішування. 

 Величина f, відхилення дроту від лінії підвішування, виміряна 

посередині прольоту l, називається стрілою провисання. 

 Горизонтальна складова сили розтягу Тгор в будь-якому попереч-

ному перерізі дроту постійна і називається горизонтальним натягом. 

Найбільша сила розтягу Тmax діє у найвищій точці підвішування дроту: 

 

2
2

max
2








+=

ql
TT гор . (1.2) 

 З достатньою для практики точністю можна вважати, що сила 

розтягу з часом не змінюється, тобто 

 горTT max . (1.3) 

 Посередині прольоту залежність між горизонтальним натягом Тгор 

і стрілою провисання f має вигляд: 

 
горT

ql
f

8

2

=  або 
f

ql
Tгор

8

2

= . (1.4) 

 Умову міцності можна записати у вигляді: 

 ][max =
A

T

A

T гор
 або ][

8

2

=
Af

ql
. (1.5) 

 Введемо позначення = ~/ Aq , тоді формулу (1.5) можна записати 

у вигляді: 

 ][
8

~ 2




=
f

l
. (1.6) 

 В процесі експлуатації дріт зазнає впливу різних навантажень q та 

температур Т. При зміні цих факторів змінюється напруження σ та 

стріла провисання дроту f. Залежність між напруженнями та стрілами 

провисання для станів m i n 
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24
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ElEl
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


−=




− , (1.7) 

називають рівнянням стану дроту. 

 Напруження також можна виразити через стріли провисання: 

 
m

m
m

f

l

8

~ 2


= ,   
n

n
n

f

l

8

~ 2


= . (1.8) 

 Враховуючи (1.8) рівняння стану дроту матиме вигляд: 

 0
~

64

3
~

64

3
)(

8

3
44

223
=


−











 
−−+−

E

l
f

Ef

l
TTlff n

n
m

m
mnmn . (1.9) 

 Зауважимо, що кубічне рівняння, як наприклад рівняння (1.9), 

можна розв’язати графічним способом. Рівняння, яке має вигляд 

0
3

=−− baff nn  

при графічному розв’язанні можна подати так 

 baff nn +=
3

, (1.10) 

де а та b – відомі числа. 

 У прямокутних координатах y, fn будуємо графіки  

 
3
nfy =  та bafy n += . (1.11) 

Точка перетину кубічної параболи з прямою лінією дає дійсний корінь 

рівняння, а отже, шукану величину fn. 

 Проліт називають критичним (lкр), якщо напруження в дроті 

однакове в обох станах, тобто як при найбільшому навантаженні (стан 

n: 5−== ожn TT 0C, max
~~ =n , ][=n ), так і при найнижчій 

температурі (стан m: minTTm = , 1
~~ =m – тільки власна вага, ][=m ). 

 
2
1

2
max

~~
)(24

][
−

−
= mn

кр

TT
l . (1.12) 

 Порівнюючи розрахунковий проліт з критичним, можна 

встановити, за яких умов у дроті діє найбільше напруження. Якщо 

кpll  , то найбільше напруження виникає при minTT = , 1
~~ = ; якщо 

кpll  , то найбільше напруження виникає при найбільшому наванта-

женні. 
 

1.3. Приклад розв’язання задачі ОМ1 
 

 Умова задачі. Багатожильний мідний дріт перерізом А=120 мм2 

підвішують при температурі Т0=15 0С до опор, які розташовані на 

одному рівні на відстані l=100 м. 
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 Знайти: 

 а) яку стрілу провисання f0 необхідно надати дроту, щоб напру-

ження в найбільш небезпечному стані дорівнювало допустимому; 

 б) висоту точок підвішування дроту, щоб відстань його найнижчої 

точки від землі була не менша 6 м. 
 

Розв’язок 
 

 Розрахунок дроту виконуємо для таких випадків: 

 1. температура Тож=−5 0С, при цьому дріт крім власної ваги  

навантажений шаром льоду завтовшки 1 см, а також горизонтальним 

тиском вітру р=240 Па; 

 2. температура Тmin=−40 0С, вважаємо, що діє тільки власна вага 

дроту; 

 3. температура Тmax=−40 0С, вважаємо, що діє тільки власна вага 

дроту. 

 Перші два випадки можуть бути небезпечними з погляду міцності 

дроту. У третьому випадку може утворитися найбільша стріла прови-

сання, за якою необхідно визначити мінімальну висоту точок 

підвішування дроту. 

 Згідно з сортаментом дротів, багатожильний мідний дріт 

перерізом А=120 мм2 має діаметр d=1,42 мм та вагу одиниці довжини 

qвл=10,9 Н/м. Модуль пружності матеріалу дроту Е=1,3∙1011 Па, 

коефіцієнт лінійного температурного розширення α=17∙10-6 1/0С. 

Допустиме напруження дроту [σ]=80 МПа. 

 Знайдемо навантаження qmax у першому випадку. Для визначення 

ваги льоду треба знайти внутрішній та зовнішній діаметри льодового 

покрову. Внутрішній діаметр дорівнює діаметру дроту, тобто 

d=1,42∙см; зовнішній діаметр D при товщині льодової оболонки 1 см 

D=3,42∙см. 

 Площа поперечного перерізу льодового покриття дроту: 

6,74/)42,142,3(14,34/)(
2222

=−=−= dDAл ∙см2. 

 При питомій вазі льоду γл=9∙103 Н/м3 навантаження від льоду на 1 

м довжини дроту: 

84,6106,7109
43
===

−
ллл Aq  Н/м. 

 Тиск вітру на 1 м довжини дроту з льодовим покриттям: 

21,81042,3240
2
===

−pDqв  Н/м. 

 Повне навантаження на 1 м довжини обледенілого дроту: 

56,1921,8)84,69,10()(
2222

max =++=++= влв л qqqq  Н/м. 
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 З’ясуємо, в якому із перших двох станів дроту напруження в 

ньому буде найбільшим: 

4

4

max
max 103,16

102,1

56,19~ =


==
−A

q
 Н/м3, 

4

41 1008,9
102,1

9,10~ =


==
−A

qn  Н/м3. 

 За формулою (1.12) визначаємо довжину критичного прольоту: 

6,70
10)08,93,16(

)]40(5[101724
1080~~

)(24
][

822

6
6

2
1

2
max

=
−

−−−
=

−

−
=

−
mn

кр

TT
l  м. 

 Оскільки дійсна довжина прольоту l=100 м більша, ніж довжина 

критичного прольоту, то найбільше напруження в проводі σmax буде 

при максимальному навантаженні (qmax=19,56 Н/м і Тож=-50С), тобто в 

першому стані. Взявши σmax=[σ], знайдемо стрілу провисання дроту в 

цьому стані: 

54,2
1080102,18

10056,19

][8 64

22
max

1 =



=


=

−A

lq
f  м. 

 Визначимо, яку стрілу провисання треба надати дроту при підві-

шуванні. Для цього скористаємося залежністю (1.9), враховуючи, що 

qm=qmax=19,56 H/м; qвл=10,9 Н/м; fm=f1=2,54 м; Тm=Тож=-50С; 

Тn=То=150С; fn=f0. Підставивши числові значення в рівняння (9), 

отримаємо: 

−















−++−

−

−
0114

4
2623

0
103,1102,154,264

1009,103
)515(1001017

8

3
54,2 ff  

0
103,1102,164

10056,193
114

4

=



−

−
. 

 Виконавши розрахунки, маємо: 028,341,5 0
3

0 =−− ff . 

 Розв’язавши рівняння, знайдемо 58,20 =f  м. 

 Визначимо тепер стрілу провисання дроту при Тmax=400С. Для 

цього також скористаємося залежністю (1.9), враховуючи, що 

qm=qmax=19,56 H/м; qвл=10,9 Н/м; fm=f0=2,58 м; Тm=Т0=150С; fn=f3. 

 Підставивши числові значення, матимемо: 

−















−−+−

−

−
3114

4
2623

3
103,1102,158,264

1009,103
)1540(1001017

8

3
58,2 ff  

0
103,1102,164

10056,193
114

4

=



−

−
. 
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 Виконавши розрахунки, маємо 

028,37 3
3

3 =−− ff . 

звідки знаходимо, що f3=2,85 м. 

 Стріла провисання в третьому стані більша ніж у першому 

випадку. Очевидно, що вона більша за стрілу провисання, яку матиме 

дріт у другому випадку (при Тmin=-400С). 

 Для того, щоб найнижча точка дроту була на відстані не меншій, 

ніж 6 м від землі, треба, щоб точки підвішування розташовувалися не 

нижче, ніж 6+2,85=8,85 м. 
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Задача ОМ2 – кручення валу круглого поперечного перерізу 
 

 

2.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. До стального валу прикладені три відомих момен-

та: М1, М2, М3 (рис. ОМ2.1). Вихідні дані приведені в таблиці ОМ2. 

 Знайти: 

 1) при якому значенні момента Х кут повороту правого кінцевого 

перерізу вала дорівнює нулю; 

 2) для знайденого значення Х побудувати епюру крутних момен-

тів; 

 3) при заданому значенні [τ] визначити діаметр вала з урахуван-

ням міцності і округлити його значення до найближчого, рівного: 30, 

35, 40, 45, 50, 60, 70, 80, 90, 100 мм; 

 4) побудувати епюру кутів закручування; 

 5) знайти найбільший відносний кут закручування (на 1 м). 
 

Таблиця ОМ2 

№ 

рядка 

Схема 

по рис. 

2.1 

Відстань, м Моменти, Н·м 
[τ], 

МПа a b c M1 M2 M3 

1 I 1,1 1,1 1,1 1100 1100 1100 35 

2 II 1,2 1,2 1,2 1200 1200 1200 40 

3 III 1,3 1,3 1,3 1300 1300 1300 45 

4 IV 1,4 1,4 1,4 1400 1400 1400 50 

5 V 1,5 1,5 1,5 1500 1500 1500 55 

6 VI 1,6 1,6 1,6 1600 1600 1600 60 

7 VII 1,7 1,7 1,7 1700 1700 1700 65 

8 VIII 1,8 1,8 1,8 1800 1800 1800 70 

9 IX 1,9 1,9 1,9 1900 1900 1900 75 

0 X 2,0 2,0 2,0 2000 2000 2000 80 

 е г д е г д е г 
 

2.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 При навантаженні прямого бруса (валу) зовнішніми моментами, 

площини дії яких перпендикулярні його поздовжній осі, в поперечних 

перерізах бруса виникає тільки один внутрішній силовий фактор − 

крутний момент Т=Мкр. Такий вид деформації називається крученням. 

При крученні відбувається поворот одного поперечного перерізу бруса 

відносно іншого на деякий кут  – кут закручування. 
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Рис. ОМ2.1. 

 

 Крутний момент в перерізі чисельно рівний алгебраїчній сумі 

зовнішніх (крутних) моментів, діючих на дану частину бруса (інша 

частина бруса відкинута). Крутний момент в перерізі вважається 

позитивним, якщо зовнішній момент обертає відсічену частину проти 

годинникової стрілки, якщо дивитися на переріз із сторони відкинутої 

частини бруса, і негативним – в протилежному випадку. По знайдених 

значенням крутних моментів будують епюру крутних моментів. 

 Умови міцності при крученні бруса круглого поперечного 

перерізу при статичному навантаженні мають вигляд: 
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 ][/max = WT . (2.1) 

де max – максимальне дотичне напруження в найбільш небезпечному 

перерізі бруса; Т – крутний момент в небезпечному перерізі; W – 

полярний момент опору поперечного перерізу бруса; [] – допустиме 

дотичне напруження. 

 Умова жорсткості валу при крученні має вигляд: 

 ][=
GJ

T
. (2.2) 

де  – відносний кут закручування в радіанах на одиницю довжини 

вала; G – модуль пружності другого роду (модуль пружності при 

зсуві); J  – полярний момент інерції; [] – допустимий відносний кут 

закручування. 

 Кут закручування  вала на ділянці завдовжки l визначаємо за 

формулою: 

 


=
GJ

Tl
. (2.3) 

 По значеннях кутів закручування вала на всіх ділянках будуємо 

епюри кутів закручування. 
 

 

2.3. Приклад розв’язання задачі ОМ2 
 

 Умова задачі. До сталевого вала прикладені три зовнішніх мо-

менту, два з яких відомі: М1=1,3 кНм, М2=2 кНм. Відомі також 

відстані ділянок, до яких прикладені зовнішні моменти: а=1 м;  b=1,5 

м;  с=2 м. На рис. ОМ2.2, а показана схема навантаження вала. Для 

моментів прийняті умовні позначки у вигляді двох кіл. Коло з точкою 

позначає силу, напрямлену на спостерігача, а коло зі знаком плюс – від 

спостерігача. 

 Знайти: 

 1. встановити, при якому значенні невідомого зовнішнього момен-

ту X кут повороту правого кінцевого перерізу вала дорівнює нулю; 

 2. побудувати епюру крутних моментів; 

 3. визначити діаметр вала з розрахунку на міцність при []=50 

МПа і округлити його величину до найближчої більшої: 30, 35, 40, 45, 

50, 60, 70, 80, 90, 100 мм; 

 4. побудувати епюру кутів закручування при G=8104  МПа; 

 5. знайти найбільший відносний кут закручування і перевірити ви-

конання умови жорсткості при []=2 град/м. 
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Розв’язок 
 

 1. Визначаємо значення невідомого зовнішнього моменту, при 

якому кут повороту правого кінцевого перерізу D, дорівнює нулю по 

відношенню до нерухомого перерізу А (DA=0): 

0)]()([
1

21 =++−++−=


cbaXbaMaM
GJ

DA , 

звідки знаходимо 

4,1
25,11

)5,11(213,1)(21 =
++

++
=

++

++
=

cba

baMaM
X  кН·м. 

 Додатне значення X означає, що напрямок невідомого зовнішньо-

го моменту співпадає з обраним. 

 2. Крутні моменти на ділянках валу визначимо методом перерізів. 

 Ділянка III: ТIII=Х=1,4 кНм; 

 Ділянка II: ТII=Х–М2=1,4–2=–0,6 кНм; 

 Ділянка I: ТI=Х–М2–М1=1,4–2–1,3=–1,9 кНм. 

 Будуємо епюру крутних моментів (рис. ОМ2.2, б), яка показує 

зміну крутного моменту  по довжині валу. 

 3. З умови міцності (2.1) визначаємо полярний момент опору, а 

потім і діаметр валу, враховуючи, що для вала круглого поперечного 

перерізу W=d3/16. Діаметр валу визначається за формулою: 

0578,0
105014,3

109,116

][

16
3

6

3

3
max =




=




T
d  м. 

 Приймаємо діаметр валу 60 мм. 

 4. Для визначення кутів закручування вала на кожній ділянці 

знаходимо спочатку полярний момент інерції поперечного перерізу 

127
32

614,3

32

44

=


=


=

d
J  см4 = 127·10-8 м4, 

а потім жорсткість поперечного перерізу вала при крученні 

8,1011012710108
834
==

−
GJ  кНм2. 

 Визначаємо кут закручування. 

 На I ділянці кут закручування вала складає: 

0187,0
8,101

19,1
−=


−==

p

I

BA
GJ

aT
 рад. 

 На II ділянці кут закручування вала складає: 

0088,0
8,101

5,16,0
−=


−==

p

II

CB
GJ

bT
 рад. 
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Рис. ОМ2.2 

 

 На III ділянці кут закручування вала складає: 

0275,0
8,101

24,1
=


==

p

III

DC
GJ

cT
 рад. 

 Кут повороту перерізу D відносно перерізу А складає: 

00275,00088,00187,0 =+−−=++= DCCBBADA  рад. 



 16 

 Рівність нулю кута повороту правого кінцевого перерізу валу 

вказує на правильність розв’язку задачі. За отриманими даними 

будуємо епюру кутів закручування валу (рис. ОМ2.2, в). 

 5. Найбільший відносний кут закручування валу має місце на I 

ділянці (тут діє максимальний крутний момент Тmax=|-1,9|=1,9 кНм). 

0187,0
8,101

9,1max
max ===

GJ

T
 рад/м = 1,87 град/м. 

 Оскільки max=1,87  2=[], то умова жорсткості виконується. 
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Задача ОМ3 – розрахунок балок на міцність при згинанні 
 

3.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Виконати розрахунок балки (рис. ОМ3.1) на міц-

ність при згинанні. Вихідні дані приведені в табл. ОМ3.1. 

 Знайти: вирази, що описують зміну Q та М для кожної ділянки у 

загальному вигляді, побудувати епюри Q і М, знайти Мmax і підібрати 

стальну балку двотаврового поперечного перерізу при [σ]=160 МПа. 
 

 
 

Рис. ОМ3.1 
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Таблиця ОМ3.1 
№

 р
я
д

к
а 

С
х

ем
а 

п
о

 

р
и

с.
 2

.3
 

l=
1

0
а

, 
м

 Відстань в частках 

М
, 

к
Н

∙м
 

F
, 

к
Н

 

q
, 

к
Н

/м
 

a

a1  
a

a2  
a

a3  

1 I 3 4 5 3 5 6 7 

2 II 4 5 6 4 6 7 8 

3 III 5 6 7 5 7 8 9 

4 IV 6 7 8 6 8 9 10 

5 V 7 8 3 7 9 10 12 

6 VI 8 4 4 8 10 6 14 

7 VII 9 5 5 3 6 7 15 

8 VIII 10 6 6 4 8 8 16 

9 IX 3 7 7 5 9 9 18 

0 X 4 8 8 6 10 10 20 

 е е г д е г д е 
 

3.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Згинання − це такий вид деформації, коли під дією зовнішніх сил 

відбувається викривлення подовжньої осі стержня (балки). Згинання 

називається чистим, якщо в поперечному перерізі балки виникає 

тільки один внутрішній силовий фактор – згинаючий момент. 

 Якщо від дії зовнішнього навантаження в поперечних перерізах 

балки виникають згинаючий момент і поперечна сила, то такий 

випадок зветься плоским поперечним згинанням. 

 В даній задачі розглядається пряме (плоске) згинання, коли 

площина дії зовнішніх сил (силова площина) проходить через одну з 

головних осей поперечного перерізу балки. 

 Розв’язок задачі розпочинаємо з визначення опорних реакцій 

методами теоретичної механіки. Для балки на двох опорах, яка 

навантажена плоскою системою сил, використовують три рівняння 

рівноваги, два з яких є рівняннями моментів всіх зовнішніх сил 

відносно заданих опор. 

 Для перевірки правильності визначення реакцій опор складають 

четверте (додаткове) рівняння рівноваги (рівняння моментів або 

рівняння сил). 

 Для визначення поперечної сили і згинаючого моменту у всіх 

поперечних перерізах балки використовують метод перерізів, на 

підставі якого: 
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 1. поперечна сила Q в поперечному перерізі балки чисельно 

дорівнює алгебраїчній сумі проекцій на площину перерізів всіх 

зовнішніх сил, яки діють по один бік від перерізу; 

 2. згинаючий момент в поперечному перерізі балки чисельно 

дорівнює алгебраїчній сумі моментів (обчислених щодо центру ваги 

перерізу) зовнішніх сил, яки діють по один бік від даного перерізу. 

 Поперечна сила в перерізі балки вважається додатньою, якщо 

рівнодіюча зовнішніх сил зліва від перерізу напрямлена від низу до 

верху, а справа – зверху вниз. Згинаючий момент в перерізі балки 

вважається додатнім, якщо він згинає балку опуклістю вниз, від’ємним 

– якщо опуклістю вгору. 

 Поверхня в балці, волокна якої не зазнають повздовжньої дефор-

мації, називається нейтральним шаром. Лінія перетину нейтрального 

шару з поперечним перерізом називається нейтральною лінією. 

 Для забезпечення міцності балки при згинанні необхідно, щоб 

найбільші нормальні (розтягуючі і стискуючі) напруження в небез-

печному перерізі (в перерізі, де згинаючий момент має найбільше 

значення по абсолютній величині) не перевищували відповідних 

допустимих напружень. 

 Для балок з пластичних матеріалів з поперечним перерізом, що 

симетричний відносно нейтральної лінії, умова міцності для 

нормальних напружень має вигляд: 

 ][/maxmax = zWM . (3.1) 

де Wz – осьовий момент опору поперечного перерізу балки, для 

прокатних профілів, який наводиться в таблицях сортаменту (див. 

додаток А); [] – допустиме напруження  на розтяг та стиск. 
 

3.3. Приклад розв’язання задачі ОМ3 
 

 Умова задачі. Виконати розрахунок балки на міцність при зги-

нанні. 

 Дано: l=10a=2 м; а1/а=7; а2/а=8; М=6 кНм; F=12 кH; q=10 кH/м. 

 Знайти: вирази, що описують зміну Q та М для кожної ділянки у 

загальному вигляді, побудувати епюри Q і М, знайти Мmax і підібрати 

стальну балку двотаврового поперечного перерізу при [σ]=160 МПа. 
 

Розв’язок 
 

 1. Складемо розрахункову схему балки в масштабі по довжині 

(рис. ОМ3.2, а). 

 2. Визначимо опорні реакції з рівнянь рівноваги. Рівняння 

рівноваги мають вигляд: 
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0= AM :  0)5,0()( 222 =+−−−− MalqaalFlYB , 

0= BM :  05,0
2
22 =+++− MqaFalYA . 

 З рівнянь рівноваги знаходимо: 

=−−+−= lMalqaalFYB /])5,0()([ 222  

92/]6)6,15,02(6,110)6,12(12[ =−−+−=  кН, 

192/)66,1105,06,112(/)5,0(
22

22 =++=++= lMqaFaYA  кН. 

 Перевірка: 

 = 0yF :  06,110129192 =−−+=−−+ qaFYY BA . 

 Перевірка виконується, тому розрахунки виконано вірно. 

 3. У відповідності з характером зовнішнього навантаження 

встановлюємо, що балка має три ділянки, для яких повинні бути 

складені аналітичні вирази зміни Qy і МZ. 

 Для першої ділянки: 4,06,120 21 =−=− alx  м, тоді  

19== A
I
y YQ  кH, 1xYM A

I
Z = : 

при 01 =x , 0=
I
ZM ; 

при 4,01 =x  м, 6,74,019 ==
I
ZM  кНм. 

 Для другої ділянки: 14,04,1)(0 212 =−=−− alax  м, тоді  

2qxFYQ A
II
y −−= , 2/)(

2
2222 qxFxxalYM A

II
Z −−+−= : 

при 02 =x , 71219 =−=−= FYQ A
II
y  кН, 

6,7)6,12(19)( 2 =−=−= alYM A
II
Z  кНм; 

при 12 =x  м, 311012192 −=−−=−−= qxFYQ A
II
y  кН, 

6,92/110112)14,0(192/)(
22

2222 =−−+=−−+−= qxFxxalYM A
II
Z  

кНм. 

 На ділянці II при 0=
II
yQ знаходимо II

ZM max : 

при 


= 22 xx , 02 =−−
qxFYA , звідки 7,010/)1219(/)(2 =−=−=

 qFYx A  

м; 

05,102/7,0107,012)7,04,0(19
2

=−−+=
II
ZM  кНм. 

 Для третьої ділянки: 6,04,120 13 =−=− alx  м, тоді  

3qxYQ B
III
y +−= , 2/

2
33 qxxYM B

III
Z −= : 

при 03 =x , 9−=
III
yQ  кН, 0=

III
ZM  кНм; 

при 6,03 =x  м, 36,01093 −=+−=+−= qxYQ B
III
y  кН, 
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6,32/6,0106,092/
22

33 =−=−= qxxYM B
III
Z  кНм. 

 

 
Рис. ОМ3.2 
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 Використовуючи знайдені значення і аналітичні залежності 

будуємо епюри поперечних сил Qy та згинаючих моментів МZ (рис. 2.4, 

б, в). 

 З епюри МZ видно, що максимальне значення згинаючого моменту 

дорівнює Mz max=10,05 кНм. 

 4. З умови міцності при згинанні знаходимо необхідний осьовий 

момент опору балки: 

33

6

3

8,628,62
10160

1005,10

][
смм

M
W Z

z ==



=


 . 

 З сортаменту прокатної сталі, обираємо двутавр №14, у якого 

7,81== zx WW  см3 (Додаток А). 
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Задача ОМ4 – визначення переміщень в балках змінного 
перерізу при згині 

 

4.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Визначити переміщення балки змінного перерізу 

(рис. ОМ4.1) при згинанні. Вихідні дані приведені в табл. ОМ4.1. 

 Знайти: прогин вільного кінця балки змінного перерізу. 
 

Таблиця ОМ4.1 

№ рядка Схема по рис. ОМ4.1 β k 

1 I 0.1 1.5 

2 II 0.2 2 

3 III 0.3 3 

4 IV 0.4 4 

5 V 0.5 5 

6 VI 0.6 6 

7 VII 0.7 7 

8 VIII 0.8 8 

9 IX 0.9 9 

0 X 1.0 10 

 е г д 
 

4.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Для визначення переміщень в стержньових системах широко 

використовують метод Мора, за допомогою якого розглядають два 

стани пружної системи. В першому стані (дійсному або вантажному) 

пружна система навантажена заданим зовнішнім навантаженням, під 

впливом якого визначаються внутрішні силові фактори у всіх перері-

зах. В другому стані (допоміжному або одиничному) пружна система 

навантажена тільки одиничною безрозмірною зосередженою силою в 

тому перерізі, в якому необхідно визначити лінійне переміщення. Оди-

ничну силу спрямовують вертикально, якщо необхідно знайти верти-

кальне переміщення заданого перерізу. Для другого стану також 

визначаються внутрішні силові фактори у всіх перерізах пружної 

системи. Формула Мору (інтеграл Мору) має вигляд: 

 =

l

Fi
iF

EJ

dxMM
, (4.1) 

де iF  – переміщення і-го перерізу, що виникає від дії сил вантажного 

стану; iM  – згинальний момент і-го перерізу одиничного стану; FM  – 
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згинальний момент і-го перерізу вантажного стану; Е – модуль 

пружності першого роду; J  – осьовий момент інерції поперечного 

перерізу і-ої ділянки. 

 Інтегрування проводиться по кожній ділянки, а потім результати 

інтегрування підсумовуються. 
 

 
 

Рис. ОМ4.1 
 

 Для визначення кута повороту перерізу пружної системи в 

другому стані прикладається одиничний безрозмірний зосереджений 

момент. 
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 Замість безпосереднього обчислення інтеграла Мору користують-

ся графоаналітичним методом (метод перемножування епюр) або 

правилом Верещагіна. Це правило використовується для ділянок 

пружної системи з постійною жорсткістю поперечного перерізу, а 

також з обмеженням прямою лінією хоча б однієї з епюр згинаючих 

моментів, побудованих для двох станів пружної системи. Тоді 

формула Мору запишеться у вигляді формули 

 


=
EJ

yCii
iF , (4.2) 

яка і є аналітичним записом правила Верещагіна. В (4.1) i  - площа і-

ої вантажної епюри, Ciy  - розташована під центром ваги і-ої вантажної 

епюри ордината прямолінійної одиничної епюри. 

 На кожній ділянці інтеграл, що шукається, дорівнює добутку 

площі i вантажної епюри на розташовану під її центром ваги 

ординату yСi прямолінійної одиничної епюри. Якщо обидві епюри 

розташовуються по один бік від базової лінії системи, то переміщення 

співпадає з напрямком одиничної сили (результат обчислень береться 

зі знаком “+”). Якщо епюри розташовані по різні боки від базової лінії, 

то переміщення напрямлене у бік, протилежний напрямку одиничної 

сили (моменту). 

 Для полегшення обчислень можна використовувати готові таблиці 

множення епюр (додаток Б і В). 

 

 Приклад. Визначити переміщення при наступних даних: (рис. 2.6, 

а). 
 

4.3. Приклад розв’язання задачі ОМ4 
 

 Умова задачі. Визначити переміщення вільного кінця балки (т. А) 

змінного перерізу (рис. ОМ4.2, а) при згинанні. 

 Дано: qaF = , k=12, =0,5. 

 Знайти: прогин вільного кінця балки змінного перерізу. 
 

Розв’язок 
 

 1. Будуємо епюру згинаючих моментів для вантажного стану від 

заданого зовнішнього навантаження. 

 Ділянка AB: 

0x10,5а, 2/
2
1qxM z −= ; 

при x1=0,5а: 
2

22
1 125,0

2

)5,0(

2
qa

aqqx
M z −=−=−= . 
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 Ділянка ВС: 

0x2а, 22
2

Fxx
a

aqM z +







+


−= ; 

при x2=0: 2
125,0 qaM z −= ; 

при x2=а, 22
375,0

4
5,0 qaqaa

a
qaM z =+








+−= . 

 Використовуючи отримані дані будуємо епюру згинаючого 

моменту для вантажного стану Mz (рис. ОМ4.2, б). 

 2. Будуємо епюру згинаючих моментів для одиничного стану. 

 Для побудови схеми одиничного стану балки пружну систему 

(балку) навантажуємо в перерізі А одиничною зосередженою силою 

(рис. ОМ4.2, в), направленою по вертикалі вниз (якщо результат отри-

маємо позитивний, то точка А дійсно рухається вниз). Епюра згинаю-

чого моменту для одиничного стану представлена на рис. ОМ4.2, г). 

 3. Визначаємо переміщення перерізу А використовуючи формулу 

(4.2) у вигляді: 

EkJ

y

EJ

y CC
A

2211 
+


= , 

де 1, 2 – площі відповідних епюр; yС1, yС2 – ординати відповідних 

одиничних епюр. 

 На ділянці АВ при множенні епюр використаємо формули для 

елементарних фігур, отримаємо: 

2
1 125,05,0

3

1
qaa = ,  yС1=0,750,5a; 

42
11 0078,05,075,0125,05,0

3

1
qaaqaayC == . 

 На ділянці ВС використаємо формулу для множення епюр у 

вигляді трапецій. Тоді 

 для (рис. 4.2, д): )22(
6

cbadbdac
l

yC +++= ; 

 для (рис. 4.2, е): )22(
6

11111111 bcdadbca
l

yC −+−= . 

 Враховуючи, що 

al = ,  
2

1 125,0 qaa = ,  
2

1 375,0 qab = ,  ac 5,01 = ,  ad 5,11 = , 

отримаємо 

+−= aqaaqa
a

yC 5,1375,025,0125,02(
6

22
22  
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422
1667,0)5,0375,05,1125,0 qaaqaaqa −=−+ . 

 
Рис. ОМ4.2 



 28 

 Остаточно 

EJ

qa

EJ

qa

EJ

qa
A

444

0061,0
12

1667,00078,0 −=−=  

Отриманий знак «-» вказує на те, що точка А (вільний кінець балки) 

рухається в напрямку протилежному напрямку одиничної сили, тобто 

вгору. 
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Додаток А 
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Додаток Б 
 

Таблиця Б 

Вид епюри Площа епюри 
Відстань від центра 

ваги, Cz  

 

hl  
2

l
 

 

hl
2

1
 l

3

2
 

 

hl
3

1
 l

4

3
 

 

hl
3

2
 l

8

5
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Додаток В 
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