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Передмова 

 
 Теоретична механіка – загальнонаукова дисципліна, яка займає 
важливе місце в вузівській програмі фундаментальної підготовки 
спеціалістів. Її розділ "Динаміка" – відносно самостійна частина курсу 
використовується для вивчення багатьох предметів. 
 Необхідною умовою успішного оволодіння курсом є виконання 
індивідуальних домашніх завдань. Задачі треба розв’язувати на протязі 
семестру відразу після розгляду відповідної теми на лекціях, чи 
практичних заняттях. 
 Поточний контроль відбувається шляхом розв’язання типових 
задач курсу на контрольних і самостійних роботах, які проводяться 
після закінчення відповідних частин розділу “Динаміка”. У посібнику 
сформульовані типові багатоваріантні задачі та приведені приклади їх 
розв’язання. 
 Посібник відповідає діючій робочій програмі з теоретичної 
механіки, призначений для студентів машинобудівних, будівельних, 
транспортних спеціальностей і може бути використаний як в навчаль-
ному процесі, так і в інженерній практиці. 
 Дані для розрахунків брати з таблиці варіантів до кожної задачі 
згідно номеру залікової книжки. Наприклад: 

номер залікової книжки – 6.092304150. 

Останній цифрі 0 відповідає номер рисунка, а передостанній 5 – номер 
рядку в таблиці вихідних розрахункових даних. 
 Зауваження: 
- роботи, виконані не за варіантом, або несамостійно не 

зараховуються; 
- допускається видача інших варіантів лектором, або викладачем, 

що проводить практичні заняття – на першій лекції, або на 
першому практичному занятті. 

 В основу навчального посібника покладені багатоваріантні задачі 
Д1,…Д12 з методичних вказівок Тарга С.М. [6]. Умови задач перекла-
дені українською мовою, рисунки поліпшені комп’ютерним набором. 
Докорінним чином змінено методику розв’язання задач – створено 
типову методику, як правило складену із 5 пунктів, що полегшує 
процес розв’язання задач і запам’ятовування методик. Задачі Д1, Д2, 
Д1 обов’язково повинні підтверджуватись розрахунками в середовищі 
Mathcad. 
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Задача Д1 – динаміки точки (друга задача динаміки) 
 

1.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Вантаж (в подальшому просто тіло) D масою т, 
отримавши в точці А початкову швидкість v0, рухається по вигнутій 
трубці АВС (рис. Д1.0 – Д1.9, табл. Д1). На ділянці АВ на тіло, крім 

сили ваги, діє постійна сила Q


 та сила опору середовища onR


, що 

залежить від швидкості тіла v


 (направлена в протилежну сторону 
руху). Тертям тіла об трубку на ділянці АВ знехтувати. В точці В тіло, 
не змінюючи своєї швидкості, переходить на ділянку ВС трубки, де на 
нього крім сили ваги діють сила тертя (коефіцієнт тертя fmp=0,2) і 

змінна сила )(tFF


 , проекція якої Fx на вісь х задана в табл. Д1. При 

розв’язанні задачі врахувати, що 300. 
 Вважаючи тіло матеріальною точкою і знаючи відстань ABl або 
час t1 руху від точки А до точки В, знайти швидкість тіла в точці В (vB) 
і закон руху тіла на ділянці ВС (xf(t), де xBD). 

Таблиця Д1 
Номер 
умови 

m, кг 0v , м/с Q, H R, H l, м t1, c Fx, H 

0 2 20 6 v40,  - 2,5 )sin( t42  

1 2,4 12 6 280 v,  1,5 - t6  

2 4,5 24 9 v50,  - 3 )sin( t23  

3 6 14 22 260 v,  5 - )cos( t23  

4 1,6 18 4 v40,  - 2 )cos( t44  

5 8 10 16 250 v,  4 - )sin( t26  

6 1,8 24 5 v30,  - 2 29t  

7 4 12 12 280 v,  2,5 - )cos( t48  

8 3 22 9 v50,  - 3 )cos( t22  

9 4,8 10 12 220 v,  4 - )cos( t46  
 

 
Рис. Д1.0 

 
Рис. Д1.1 
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Рис. Д1.2 

 
Рис. Д1.3 

 

 
Рис. Д1.4 

 

 
Рис. Д1.5 

 
Рис. Д1.6 

 

 
Рис. Д1.7 

 
Рис. Д1.8  

Рис. Д1.9 
 

1.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Задача Д1 – на інтегрування диференціальних рівнянь руху мате-
ріальної точки (в даній задачі розмірами тіла нехтуємо і розглядаємо 
його як матеріальну точку, в подальшому просто (МТ)). Досліджуючи 
рух МТ доцільно розбити вирішення задачі на дві частини. Спочатку 
необхідно скласти та проінтегрувати методом розділення змінних 
диференціальне рівняння руху МТ, враховуючи початкові умови руху. 
Потім, знаючи час руху МТ на ділянці АВ або її довжину, визначаємо 
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швидкість МТ в точці В. Ця швидкість буде початковою для руху МТ 
на ділянці ВС. Після цього складаємо та інтегруємо диференціальне 
рівняння руху МТ на ділянці ВС, ведучи відлік часу, коли МТ знаходи-
лась в точці В. При інтегруванні рівняння руху на ділянці АВ у випад-
ку, коли відома довжина l ділянки, доцільно перейти до змінної y, 
врахувавши, що 

dy

dv
v

dt

dv y
y

y  . 

 

1.3. Приклад розв’язання задачі Д1 (випадок, коли Ronv) 
 

 Умова задачі. Вантаж D масою т, отримавши в точці А почат-
кову швидкість v0, рухається по вигнутій трубці АВС (рис. Д1а). На 

ділянці АВ на тіло, крім сили ваги, діє постійна сила Q


 та сила опору 

середовища onR


, яка пропорційна швидкості v


 тіла. Тертям тіла об 

трубку на ділянці АВ знехтувати. В точці В тіло, не змінюючи своєї 
швидкості, переходить на ділянку ВС трубки, де на нього крім сили 

ваги діють сила тертя і змінна сила )(tFF


 . 

 Дано: m1,5 кг; g9,81 м/с2; Q20 Н; 600; fmp0,2; Fx5sin(3t) Н; 
v015 м/с; Ronv, де 0,35 кг/с; t12 с. 
 Знайти: швидкість тіла в точці В (vB) і закон руху тіла на ділянці 
ВС (xf(t), де xBD). 
 

Розв’язок 
 

 І. Розглянемо рух МТ на ділянці АВ. 
 1. Побудова розрахункової схеми (рис. Д1б). 
 Вводимо осі y та z, відносно яких будемо вивчати рух МТ. Прик-

ладаємо до МТ активні сили Q


, P


 (сила ваги), onR


 (сила опору), та 

реакції в’язей (на ділянці АВ реакція в’язі відсутня). 
 2. Складання диференціального рівняння руху МТ. 
2.1. Векторна форма диференціального рівняння: 

onRPQam


 .                                         (1а) 

2.2. Координатна форма диференціального рівняння (для цього спроек-
туємо рівняння (1а) на осі y та z) 

у: onRPQym  , тут Pmg; 

z: 00  .                                                                  (2а) 
Зауважимо, що в рівнянні всі змінні сили необхідно обов’язково вира-
жати через величини від яких вони залежать. 
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 Перетворимо перше диференціальне рівняння системи (2а). 
Враховуючи, що dtdvy y  та vv y  , матимемо: 

vmgQ
dt

dv
m  .                                     (3а) 

Поділимо на m праву і ліву частину диференціального рівняння (3а), 
отримаємо: 

g
m

Q
v

mdt

dv



 , 

або після перетворень 
















mgQ

v
mdt

dv
.                                  (4а) 

 

 
а  

б 
Рис. Д1 Схеми руху вантажа: а – вихідна схема; б – розрахункова схема 

 

Введемо нові позначення: 
mk / ;  /)( mgQb .                               (5а) 

Із врахуванням (5а), диференціальне рівняння (4а) матиме вигляд: 

)( bvk
dt

dv
 .                                         (6а) 

 3. Інтегрування диференціального рівняння руху МТ. 
 Розділимо змінні v та t у рівнянні (6а) помноживши праву і ліву 
частину рівняння на дріб вигляду dt/(vb), матимемо 

kdt
bv

dv


 )(
;  


dtk

bv

dv

)(
. 
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Після інтегрування отримаємо 

1)ln( Cktbv  .                                     (7а) 

Отримане рівняння (7а) є першим інтегралом. 
 4. Знаходження сталих інтегрування та невідомої величини 
(швидкості vB). 
 Знайдемо спочатку сталу інтегрування С1. Враховуючи початкові 
умови руху МТ, при t00, y00 м; v015 м/с, з першого інтегралу (7а) 
отримаємо: С1=ln(v0–b). З урахуванням знайденої сталої інтегрування 
С1 перший інтеграл (7а) матиме вигляд: ln(v–b)–kt+ln(v0–b). Після 
перетворень отримаємо 

kte
bv

bv
kt

bv

bv 







)(

)(

)(

)(
ln

00

. 

Приймаємо, що vvB, тоді: 

bbvev kt
B   )( 0 . 

 5. Проведення розрахунків. Знайдемо коефіцієнти k та b: 
23,05,1/35,0 k  с-1, 1,1535,0/)81,95,120( b  м/с. 

При tt12 с, отримаємо: 

  04,151,151,151571,2 223,0  
Bv  м/с. 

 ІІ. Розглянемо рух МТ на ділянці ВС. (Порядок розв’язання зада-
чі на ділянці ВС аналогічний порядку розв’язання задачі на ділянці АВ, 
наводимо тільки порядковий номер пункту). 

 1. На ділянці ВС на МТ діють активні сили F


 (змінна рушійна 

сила), mpF


 (сила тертя), P


 (сила ваги), та реакція в’язі N


. 

 2. 2.1. Векторна форма диференціального рівняння: 

 PNFFam mp


 . 

 2.2. Координатна форма диференціального рівняння: 

  sin: PFF
dt

dv
mxmx mpx

x ; 

 cos0: PNu , звідки  cosPN ,                             (8а) 

де в (8а): Pmg, FmpfmpNfmpmgcos. 
 Перетворимо диференціальне рівняння руху МТ з урахуванням 
виразів активних сил, матимемо: 

)sincos()3sin(5  mp
x fmgt

dt

dv
m .                    (9а) 

 Поділимо праву і ліву частину рівняння (9а) на m, отримаємо: 

)sincos()3sin(
5

 mp
x fgt

mdt

dv
.                    (10а) 
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Розділимо змінні vx та t у рівнянні (10а) помноживши праву і ліву його 
частину на dt, отримаємо: 

dtfgt
m

dv mpx 



  )sincos()3sin(

5
.                 (11а) 

 3. Проінтегруємо диференціальне рівняння (11а). 

 



  dtfgt

m
dv mpx )sincos()3sin(

5
,  звідки 

2)sincos()3cos(
3

5
Cfgtt

mdt

dx
v mpx  .         (12а) 

Отримане рівняння (12а) є першим інтегралом. 
 Розділимо змінні x та t у рівнянні (12а) помноживши праву і ліву 
частину рівняння на dt, отримаємо: 

dtCfgtt
m

dx mp 



  2)sincos()3cos(

3

5
.          (13а) 

 Проінтегруємо рівняння (13а). 

 



  dtCfgtt

m
dx mp 2)sincos()3cos(

3

5
,  звідки 

32

2

)sincos(
2

)3sin(
9

5
CtCf

t
gt

m
x mp  .         (14а) 

Отримане рівняння (14а) є другим інтегралом. 
 4. Враховуючи початкові умови руху МТ 

t00, x00, v(0)vB, 
з першого (12а) та другого (14а) інтегралу, отримаємо 

20
3

5
C

m
vB  , 30000 C ,  звідки 

m
vC B 3

5
2  , 03 C . 

 5. З урахуванням вихідних даних знайдемо сталі інтегрування: 
С2=15,04+5/(31,5)16,15, С30. 

Отже, остаточно закон руху МТ на ділянці ВС, після підстановки ста-
лих інтегрування та вихідних даних, матиме вигляд: 

t
t

tx 15,16)866,05,02,0(
2

81,9)3sin(
5,19

5 2




  або 

tttx 15,16738,4)3sin(37,0 2  , 

де x – в метрах, t – в секундах. 

 Відповідь: tttx 15,16738,4)3sin(37,0 2   [м]. 
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1.4. Приклад розв’язання задачі Д1 (випадок, коли Ronv2) 
 

 Умова задачі. Вантаж D масою т, отримавши в точці А почат-
кову швидкість v0, рухається по вигнутій трубці АВС (рис. Д1а). На 

ділянці АВ на тіло, крім сили ваги, діє постійна сила Q


 та сила опору 

середовища onR


, яка пропорційна квадрату швидкості v


 тіла. Тертям 

тіла об трубку на ділянці АВ знехтувати. В точці В тіло, не змінюючи 
своєї швидкості, переходить на ділянку ВС трубки, де на нього крім 

сили ваги діють сила тертя і змінна сила )(tFF


 . 

 Дано: m2 кг; g9,81 м/с2; Q5 Н; 300; fmp0,2; Fx16sin(4t) Н; 
v05 м/с; Ronv2, де 0,4 кг/с; l2,5 м. 
 Знайти: швидкість тіла в точці В (vB) і закон руху тіла на ділянці 
ВС (xf(t), де xBD). 
 

Розв’язок 
 

 І. Розглянемо рух МТ на ділянці АВ. 
 1.  Побудова розрахункової схеми (рис. Д1г). 
 Вводимо осі y та z, відносно яких будемо вивчати рух МТ. Прик-

ладаємо до МТ активні сили Q


, P


 (сила ваги), onR


 (сила опору), та 

реакції в’язей (на ділянці АВ реакція в’язі відсутня). 
 2. Складання диференціального рівняння руху МТ. 
 2.1. Векторна форма диференціального рівняння: 

onRPQam


 .                                       (1б) 

 2.2. Координатна форма диференціального рівняння (для цього 
спроектуємо рівняння (1б) на осі y та z): 

у: onRPQym  , тут Pmg; 

z: 00  .                                                                  (2б) 
Зауважимо, що в рівнянні всі змінні сили необхідно обов’язково вира-
жати через величини від яких вони залежать. 
 Перетворимо перше диференціальне рівняння системи (2б). 
Враховуючи, що dtdvy y  та vy=v, матимемо: 

2vmgQ
dt

dv
m  .                                    (3б) 

Поділимо на m праву і ліву частину диференціального рівняння (3б), 
отримаємо: 

g
m

Q
v

mdt

dv



 2 , 

або після перетворень 
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














mgQ

v
mdt

dv 2 .                                  (4б) 

 

 
в 

 
г 

Рис. Д1 Схеми руху вантажа: 
в – вихідна схема; г – розрахункова схема 

 

Введемо нові позначення: 
mk / ;  /)( mgQb .                                (5б) 

Із врахуванням (5б), диференціальне рівняння (4б) матиме вигляд: 

)( 2 bvk
dt

dv
 .                                        (6б) 

 3. Інтегрування диференціального рівняння руху МТ. 
 Перейдемо в рівнянні (6б) від змінних t, v до змінних y, v (так як в 
умові задачі задано не час, а довжина ділянки АВ), для цього скорис-
таємося співвідношенням 

dy

dv
v

dt

dy

dy

dv

dt

dv
 . 

Після перетворення рівняння (6б) матиме вигляд: 

)( 2 bvk
dy

dv
v  .                                       (7б) 

 Розділимо змінні v та y у рівнянні (7б) домноживши праву і ліву 
частину рівняння на дріб вигляду 2dy/(v2b), матимемо 

kdy
bv

vdv
2

)(

2
2




;  


dyk
bv

vdv
2

)(
2

2
. 
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Після інтегрування отримаємо 

1
2 2)ln( Ckybv  .                                    (8б) 

Отримане рівняння (8б) є першим інтегралом. 
 4. Знаходження сталих інтегрування та невідомої величини 
(швидкості vB). 
 Знайдемо сталу інтегрування С1. Враховуючи початкові умови 
руху МТ, при t00, y00 м, v05 м/с, з першого інтегралу (8б) отри-
маємо: C1=ln(v0

2b). З урахуванням знайденої сталої інтегрування С1 

перший інтеграл (8б) матиме вигляд: )ln(2)ln( 2
0

2 bvkybv  . 

Після перетворень отримаємо 

kye
bv

bv
ky

bv

bv 2
2
0

2

2
0

2

)(

)(
2

)(

)(
ln 









. 

Приймаємо, що vvB і yl, тоді: 

bbvev kl
B   )( 2

0
2 . 

 5. Проведення розрахунків. Знайдемо коефіціенти k та b: 
2,02/4,0 k  м-1; 55,614,0/)81,925( b  м2/с2. 

При l2,5 м, отримаємо: 

93,655,61)55,615(71,2 25,22,02  
Bv  м/с. 

 ІІ. Розглянемо рух МТ на ділянці ВС. 

 1. На ділянці ВС на МТ діють активні сили F


 (змінна рушійна 

сила), mpF


 (сила тертя), P


 (сила ваги), та реакція в’язі N


. 

 2. 2.1. Векторна форма диференціального рівняння: 

 PNFFam mp


 . 

 2.2. Координатна форма диференціального рівняння: 

  sin: PFF
dt

dv
mxmx mpx

x ; 

 cos0: PNu , звідки  cosPN ,                           (9б) 

де в (9б): Pmg, FmpfmpNfmpmgcos. 
 Перетворимо диференціальне рівняння руху МТ з урахуванням 
виразів активних сил, матимемо: 

)sincos()4sin(16  mp
x fmgt

dt

dv
m .                  (10б) 

 Поділимо праву і ліву частину рівняння (10б) на m, отримаємо: 

)sincos()4sin(
16

 mp
x fgt

mdt

dv
.                     (11б) 
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Розділимо змінні vx та t у рівнянні (11б) домноживши праву і ліву його 
частину на dt, отримаємо: 

dtfgt
m

dv mpx 



  )sincos()4sin(
16

.                 (12б) 

 3. Проінтегруємо диференціальне рівняння (12б). 

 



  dtfgt

m
dv mpx )sincos()4sin(

16
,  звідки 

2)sincos()4cos(
4

Cfgtt
mdt

dx
v mpx  .          (13б) 

Отримане рівняння (13б) є першим інтегралом. 
 Розділимо змінні x та t у рівнянні (13б) домноживши праву і ліву 
частину рівняння на dt, отримаємо: 

dtCfgtt
m

dx mp 



  2)sincos()4cos(

4
.            (14б) 

 Проінтегруємо рівняння (14б). 

 



  dtCfgtt

m
dx mp 2)sincos()4cos(

4
,  звідки 

32

2

)sincos(
2

)4sin(
1

CtCf
t

gt
m

x mp  .          (15б) 

Отримане рівняння (15б) є другим інтегралом. 
 4. Враховуючи початкові умови руху МТ 

t00, x00, v(0)vB, 
з першого (13б) та другого (15б) інтегралу, отримаємо: 

20
4

C
m

vB  , 30000 C ,  звідки 

m
vC B

4
2  , 03 C . 

 5. З урахуванням вихідних даних знайдемо сталі інтегрування: 
C2=6,93+4/2=8,93, C30. 

Отже, остаточно закон руху МТ на ділянці ВС, після підстановки 
сталих інтегрування та вихідних даних, матиме вигляд: 

t
t

tx 93,8)5,0866,02,0(
2

81,9)4sin(
2

1 2

  або 

tttx 93,86,1)4sin(5,0 2  , 

де x – в метрах, t – в секундах. 

 Відповідь: tttx 93,86,1)4sin(5,0 2   [м]. 
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1.5. Документ MathCad для розв’язання задачі Д1 
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Задача Д2 – коливання матеріальної точки при 
відносному русі 

 

2.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Вантаж (в подальшому несоме тіло) масою т при-
кріплений за допомогою трьох пружин, жорсткістю c1, c2, c3, до під-
йомника (в подальшому тіло-носій), і здійснює вертикальні коливання 
(рис. Д2.0 – Д2.9, табл. Д2). Тіло-носій рухається вертикально за зако-
ном 

z0,51t
22sin(pt)3cos(pt), 

де z – в метрах, t – в секундах. Вісь z направлена по вертикалі вгору. 
 

Таблиця Д2 

Н
ом
ер

 у
м
ов
и 

m, 
кг 

с1, 

м

H
 

с2, 

м

H
 

с3, 

м

H
 

α1, 

2с

м
 

α2, 
м 

α3, 
м 

р, 
1/с 

, 

м

cH   
0, 
м 

v0, 

с

м
 

0 1 300 150 -- 0 0,1 0 15 0 0 0 
1 0,8 -- 240 120 1,5g 0 0 -- 8 0,1 0 
2 0,5 -- 100 150 0 0,8 0 5 0 0 4 
3 1 240 -- 160 0 0 0,5 6 0 0 0 
4 0,5 80 120 -- -g 0 0 -- 6 0,2 0 
5 2 -- 400 400 0 0 0,1 16 0 0 0 
6 0,4 60 -- 120 -g 0 0 -- 4 0 2 
7 0,5 120 -- 180 0 0,1 0 20 0 0 0 
8 0,4 50 200 -- 0 0 0,2 20 0 0,2 0 
9 1 200 -- 300 1.5g 0 0 -- 5 0 3 
 

 На несоме тіло крім сили ваги і пружної сили, діє сила в’язкого 
опору середовища Ronv, де  – коефіцієнт опору середовища, v – мо-
дуль швидкості несомого тіла відносно тіла-носія. Умова 0 означає, 
що сила опору Ron відсутня. Несоме тіло здійснює рух відносно тіла-
носія за законом xf(t). 
 Для запобігання помилок в знаках направити вісь x в сторону 
видовження пружини, а несоме тіло показати в положенні, при якому 
x0, тобто пружина розтягнута. 
 При розрахунках масою пружин і з’єднувальної планки нехтуємо. 
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 В таблиці позначено: 0 – деформація (видовження) еквівалентної 
пружини в початковий момент часу t0=0; v0 – початкова швидкість 
несомого тіла відносно тіла-носія. Прочерк в стовпчиках c1, c2, c3 озна-
чає, що відповідна пружина відсутня і на схемі не зображується. Якщо 
при цьому кінець однієї з пружин, яка залишилась, виявиться вільним, 
його слід прикріпити у відповідному місці або до тіла-носія, або до 
несомого тіла; те ж саме слід зробити, якщо вільними виявляться 
з’єднані планкою кінці пружин, які залишились. 
 Знайти: закон вертикальних коливань несомого тіла xf(t) та 
побудувати графік коливань в середовищі Mathcad. 
 
 

 
Рис. Д2.0 

 
 

 
Рис. Д2.1 

 
 

 
Рис. Д2.2 

 
 

 
Рис. Д2.3 

 
 

 
Рис. Д2.4 

 
 

 
Рис. Д2.5 

 
 

 
Рис. Д2.6 

 
Рис. Д2.7 

 
Рис. Д2.8 

 
Рис. Д2.9 
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2.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Задача Д2 охоплює одночасно відносний рух і коливання матері-
альної точки (МТ). 
 1. Спочатку прикріплені до несомого тіла пружини (по умові зада-
чі їх буде дві) замінити еквівалентною пружиною з коефіцієнтом 
жорсткості c виконавши відповідний розрахунок. 
 а) Якщо пружини з’єднані одна з одною послідовно (як пружини 
жорсткості c1, c2 на рис. Д2.0), то при рівновазі під дією деякої сили 

Q


, прикладеної до вільного кінця пружини, зусилля в будь-якому 

поперечному перерізі пружини однакові і рівні Q


. Видовження пру-

жин 1Q/c1, 2Q/c2, видовження еквівалентної пружини Q/c і 
1+2. Звідки 212121 /)(/1)/()/(/ ccccccQcQcQ  , або піс-

ля перетворень остаточно отримаємо 
)/( 2121 ccccc  . 

 б) Якщо несоме тіло прикріплене до двох паралельних пружин (як 
до пружин жорсткістю c1, c2 на рис. Д2.1) або знаходиться між двома 

пружинами, то при рівновазі під дією деякої сили Q


 кожна з пружин і 

еквівалентна пружина мали б одне і те ж видовження . Тоді для двох 
пружин Qc1c2, а для еквівалентної пружини Qc, звідки 

cc1c2. 
 Після визначення жорсткості еквівалентної пружини далі необхід-
но скласти диференціальне рівняння відносного руху (по відношенню 
до тіла-носія) розглядуваного в задачі несомого тіла, для чого приєд-
нати до діючих сил переносну силу інерції. Після того як рівняння 
буде складене (це буде лінійне диференціальне рівняння 2-го порядку), 
його необхідно проінтегрувати, врахувавши початкові умови руху. 
 2. Еквівалентну пружину розташовуємо угорі над вантажем, внас-
лідок чого отримуємо основну задачу з теорії прямолінійних коливань. 
 3. При побудові схеми сил та складанні диференціальних рівнянь 
руху замість несомого тіла розглядатимемо рух МТ. 
 4. При знаходженні загального інтегралу диференціального рів-
няння руху та сталих інтегрування, що входять до нього, використо-
вуватимемо такі закони коливань: 
 - у випадку вільних затухаючих коливань 

02 2
0  xxhx  , 0)0( xx  , 00)0( vxx   , 

закон коливального руху має вигляд 

)sincos( 00
0 t

hxx
txex ht 




  
; 
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 - у випадку вимушених коливань, коли збурна сила змінюється за 
лінійним законом 

Hxxhx  2
02  , 0)0( xx  , 00)0( vxx   , 

закон коливального руху має вигляд 

21 xxx  , 

де 

)sincos( 00
01 t

hxx
txex ht 




  
, 

2
0

2



H

x ; 

 - у випадку вимушених коливань, коли збурна сила змінюється за 
синусоїдальним законом 

ptHxxhx sin2 2
0   , 0)0( xx  , 00)0( vxx   , 

закон коливального руху має вигляд 

321 xxxx  , 

де 

)sincos( 00
01 t

hxx
txex ht 




  
, 

]sin
)(2

cos2[
4)(

22
0

2

22222
0

2 t
ph

th
php

pHe
x

ht












, 

]cos2sin)[(
4)(

22
022222

0
3 pthpptp

php

H
x 


 ; 

 - у випадку вимушених коливань, коли збурна сила змінюється за 
косинусоїдальним законом 

ptHxxhx cos2 2
0   , 0)0( xx  , 00)0( vxx   , 

закон коливального руху має вигляд 

321 xxxx  , 

де 

)sincos( 00
01 t

hxx
txex ht 




  
, 

]sin
)(

cos)[(
4)(

22
022

022222
0

2 t
ph

tp
php

He
x

ht











, 

]sin2cos)[(
4)(

22
022222

0
3 pthpptp

php

H
x 


 . 

В приведених розв’язках приймаємо, що: 
22

0 h . 
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2.3. Приклад розв’язання задачі Д2 
 

 Умова задачі. Несоме тіло масою т прикріплене за допомогою 
трьох пружин, жорсткістю c1, c2, c3, до тіла-носія, і здійснює верти-
кальні коливання (рис. Д2а). Тіло-носій рухається вертикально за 
законом z0,51t

22sin(pt)3cos(pt), де z – в метрах, t – в секундах. 
Вісь z направлена по вертикалі вгору. 
 На несоме тіло крім сили ваги і пружної сили, діє сила в’язкого 
опору середовища Ronv, де  – коефіцієнт опору середовища, v – 
модуль швидкості несомого тіла відносно тіла-носія. Несоме тіло здій-
снює рух відносно тіла-носія за законом xf(t). При розрахунках масою 
пружин і з’єднувальної планки нехтуємо. Деформація еквівалентної 
пружини в початковий момент часу рівна 0, а початкова швидкість 
несомого тіла відносно тіла-носія – v0. 
 Дано: m0,5 кг; g9,81 м/с2; Ronv Н; 0,2 кг/с; v01,5 м/с; 
00,05 м; с1с2100 Н/м; с3200 Н/м; 10; 210 м; 30; р5 рад/с. 
 Знайти: закон вертикальних коливань несомого тіла xf(t) та 
побудувати графік коливань в середовищі Mathcad. 
 

Розв’язок 
 

 1. Побудова розрахункової схеми. 
 1.1. Замінюємо три пружини однією еквівалентною (рис. Д2б). 
Визначимо жорсткість еквівалентної пружини. Для цього спочатку 
замінюємо першу і другу пружину на еквівалентну пружину жорсткіс-
тю 

2001001002112  ccc  Н/м; 

пружину жорсткістю с12 і третю пружину замінюємо на еквівалентну 
пружину жорсткістю 

100
200200

200200

312

312 








cc

cc
ccекв  Н/м. 

В зв’язку з тим, що несоме тіло здійснює поступальний рух, то замість 
нього розглянемо рух матеріальної точки (в подальшому просто МТ). 
 1.2. Будуємо схему деформацій пружини та схему сил, які діють 
на несоме тіло (рис. Д2в, г). На схемі l0 – початкова довжина пружини, 
lcm – статична деформація пружини, x – поточна деформація пружи-
ни, l – повна деформація пружини, l – повна довжина пружини з 
урахуванням деформацій. В подальшому замість руху несомого тіла 
розглядатимемо рух матеріальної точки або МТ. 
 2. Складання диференціального рівняння коливального руху 
МТ. Так як МТ здійснює складний рух, то за теоремою Коріоліса 

cer aaaa


 ,                                           (1) 
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де cer aaa


,,  – відповідно відносне, переносне і коріолісове 

пришвидшення. 
 2.1. Векторна форма диференціального рівняння руху має вигляд: 

onпр RFgmam


 , 

або з урахуванням (1) 

onпрcer RFgmaaam


 )( .                             (2) 
 

 
а 

 
 

б 

 
 в                                              г 
Рис. Д2 Етапи побудови розрахункової схеми коливального руху МТ: 

а – вихідна схема; б – схема перетворення пружинного блоку; 
в – схема деформації пружини; г – схема сил діючих на МТ 

 

Перепишемо рівняння (2) у наступному вигляді: 

ceonпрr amamRFgmam


 , 

або 
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)()( c
ін

е
інonпрr FFRFgmam


 ,                            (3) 

де в (3) )(е
інF


 – сила інерції переносного руху, )(c
інF


 – сила інерції 

пришвидшення Коріоліса. Тут 

e
е

ін amF


)( , )(2)(
rc

c
ін vmamF


 .                    (4) 

Враховуючи, що 0


, з (4) отримуємо що 0)( c
інF


. Остаточно, дифе-

ренціальне рівняння (3) матиме вигляд: 
)(е

інonпрr FRFgmam


 .                                 (5) 

 2.2. Координатна форма диференціального рівняння руху. 
 Проведемо вертикальну вісь x направлену вниз і з початком у 
положенні статичної рівноваги – в точці О. Спроектуємо на вісь x 
векторне рівняння руху (5), отримаємо: 

)(: е
інonпр FRFmgxmx  ,                               (6) 

де 
  cxlcxlclcF cmcmnp  ; xvRon  ; 

)sin()]sin([ 2
22

)( ptpmptmzmF е
ін   .                 (7) 

Диференціальне рівняння руху (6) з урахуванням (7) матиме наступ-
ний вигляд: 

)sin(2
2 ptpmxlccxmgxm cm   .                    (8) 

Враховуючи, що у положенні статичної рівноваги cmlcmg  , 

рівняння (8) матиме вигляд: 
)sin(0 ptFxcxxm   ,                                   (9) 

де в (9) F0=m2p
2. Перенісши в ліву частину рівняння змінну x  та x , і 

поділивши праву і ліву частину диференціального рівняння руху на m, 
матимемо: 

)sin(2 2
0 ptHxxhx   ,                                  (10) 

де 

m
h

2


 ; 

m

c
0 ; 2

2

2
20 p
m

pm

m

F
H 


 . 

 Рівняння (10) – це диференціальне рівняння вимушених коливань 
МТ за наявності сил опору. 
 3. Визначення початкових умов руху. Визначимо x0. Враховую-
чи, що lcm=mg/c, отримаємо: 

x0+lcm=0, звідки x0=0lcm=0mg/c. 
Остаточно, початкові умови руху МТ мають вигляд: 

x00,050,5·9,81/1000,001 м; 5,100  xv   м/с.             (11) 

ФилимонихинГБ_ПироговВВ_каф_ДМ та ПМ_2014



 25

 4. Знаходження загального інтегралу рівняння (10). Розв’язок 
рівняння (10), при початкових умовах руху (11), має вигляд: 

321 xxxx  ,                                          (12) 

де 

)sincos( 00
01 t

hxx
txex ht 




  
, 

]sin
)(2

cos2[
4)(

22
0

2

22222
0

2 t
ph

th
php

pHe
x

ht












, 

]cos2sin)[(
4)(

22
022222

0
3 pthpptp

php

H
x 


 , 22

0 h . 

 5. Проведення розрахунків. Знайдемо значення параметрів h, H, 
0, , отримаємо: 

2,0
5,02

2,0



h  рад/с; 1,14

5,0

100
0   рад/с; 

250510 2 H  м/с; 098,142,01,14 22   рад/с. 

Після підстановки вихідних даних та відповідних параметрів отри-
маємо: 

)098,14sin106,0098,14cos001,0(2,0
1 ttex t   , 

)098,14sin501,0098,14cos0164,0(2,0
2 ttex t   , 

ttx 5cos0166,05sin44,13  .                              (13) 

 Остаточно, закон коливального руху МТ (12) з урахуванням (13) 
матиме вигляд: 

  )098,14sin395,0098,14cos0174,0(2,0 ttex t  

tt 5cos0166,05sin44,1   [м]. 

 Відповідь:   )098,14sin395,0098,14cos0174,0(2,0 ttex t  

tt 5cos0166,05sin44,1   [м]. 
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2.4. Документ MathCad для розв’язання задачі Д2 
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Задача Д3 – теорема про рух центра мас матеріальної 
системи 

 

3.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Механічна система складається із вантажів D1 ма-
сою m12 кг і D2 масою m26 кг, та плити масою m312 кг (рис. Д3.0–
Д3.9, табл. Д3). В подальшому вантажі розглядатимемо як матеріальні 
точки (МТ), а плиту, як абсолютно тверде тіло (АТТ). АТТ рухається 
вздовж горизонтальних напрямних. В момент часу t00, коли система 
знаходилась в стані спокою, під дією внутрішніх сил МТ розпочи-
нають рух по жолобам, що являють собою кола радіусом r0,4 м і 
R0,8 м. При розв’язанні задачі силами опору нехтуємо. При русі МТ 
кут 1A1C3D1 змінюється за законом 1f1(t), а кут 2A2C3D2 – за 
законом 2f2(t) (де φ вимірюється в радіанах, а t – в секундах). 
 Знайти: закон руху центра мас АТТ x3f3(t) або повну нормальну 
реакцію напрямних N, а також побудувати графіки переміщення 
центра мас АТТ, вантажів, центра мас системи або зміни нормальної 
реакції напрямних. 
 

 
Рис. Д3.0 

 
Рис. Д3.1 

 
Рис. Д3.2 

 
Рис. Д3.3 
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Таблиця Д3 
Рис. 0-4 Рис. 5-9 Номер 

умови 1f1(t) 2f2(t) 1f1(t) 2f2(t) 
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
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
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Рис. Д3.4 

 

 
Рис. Д3.5 
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Рис. Д3.6 

 

 
Рис. Д3.7 

 

 
Рис. Д3.8 

 
Рис. Д3.9 

 

3.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Задача Д3 – на застосування теореми про рух центра мас системи. 
При цьому для визначення x3f3(t) необхідно скласти рівняння в проек-
ції на горизонтальну вісь x, а для визначення N – на вертикальну вісь y. 
 

3.3. Приклад розв’язання задачі Д3 
 

 Умова задачі. Механічна система складається із вантажів D1 
масою m1 і D2 масою m2, та плити масою m3 (рис. Д3а). В подальшому 
вантажі розглядатимемо як матеріальні точки (МТ), а плиту, як 
абсолютно тверде тіло (АТТ). АТТ рухається вздовж горизонтальних 
напрямних. В момент часу t00, коли система знаходилась в стані 
спокою, під дією внутрішніх сил МТ розпочинають рух по жолобам, 
що являють собою кола радіусом r і R відповідно. При розв’язанні 
задачі силами опору нехтуємо. 
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 При русі МТ кут 1A1C3D1 змінюється за законом 1f1(t), а кут 
2A2C3D2 – за законом 2f2(t) (де φ вимірюється в радіанах, а t – в 
секундах). 
 Дано: m14 кг; m21 кг; m310 кг; r0,5 м; R1 м; g9,81 м/с2; 
1t рад; 2(t+2) рад; Н1,2 м. 
 Знайти: закон руху центра мас АТТ x3f3(t) або повну нормальну 
реакцію напрямних N. 
 

Розв’язок 
 

 І. Знаходження закону руху центра мас АТТ x3f3(t). 
 1. Побудова розрахункової схеми (рис. Д3б). 
 

 а 
 

 1.1. Розглянемо механічну систе-
му, що складається з АТТ і МТ в 
довільному положенні. Введемо коор-
динатні осі Оxy так, щоб вісь y про-
ходила через точку С30, де знаходився 
центр мас АТТ в момент часу t0. 
 1.2. Прикладаємо зовнішні сили, 

що діють на систему: сили ваги 1P


, 

2P


, 3P


 і реакцію направляючих N


. 

 б 
 

Рис. Д3 Схема механічної системи: 
а – вихідна схема; б – розрахункова схема 
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 1.3. Визначаємо координати центра мас АТТ та координати МТ 
відносно осі Оx. 

x3, x1=x3rsin1, x2=x3+Rsin2.                            (1а) 
 2. Складання диференціального рівняння руху системи. 
 2.1. Векторна форма диференціального рівняння. 

321 PPPNaM C


 ,                                  (2а) 

де M=m1+m2+m3 – сумарна маса системи; Ca


 – пришвидшення центра 

мас системи. Тут в (2а) ./3,2,1/,  igmP ii


 

 2.2. Координатна форма диференціального рівняння. Для визна-
чення x3f3(t) скористаємося теоремою про рух центра мас системи. 
Складемо диференціальне рівняння руху центра мас системи в 
проекції на вісь Оx. Отримаємо 

0:  CxMx  ,                                         (3а) 

де Cx  – проекція пришвидшення центра мас системи на вісь Оx. 

 3. Інтегрування диференціального рівняння руху системи та 
знаходження сталих інтегрування. 
 3.1. Проінтегруємо диференціальне рівняння (3а), отримаємо: 

1CxM C   ,                                            (4а) 

21 CtCxM C  ,                                        (5а) 

де Cx  – проекція швидкості центра мас системи на вісь Оx; Cx  – коор-

дината центра мас системи в поточний момент часу відносно осі Оx. 
Отримане рівняння (4а) – перший інтеграл, а рівняння (5а) – другий 
інтеграл. 
 3.2. Знайдемо сталі інтегрування. Початкові умови руху мають 
вигляд: 

00 t , 0)0(3 x , 0)0( CC xx  , 0)0( Cx .                 (6а) 

Підставивши початкові умови руху (6а) в перший та другий інтеграл 
(4а) та (5а) отримаємо: С10, С2МxC0. 
 4. Визначення координати центра масс системи в поточний 
(xC) і початковий момент часу (xC0). В поточний момент часу коор-
дината xC матиме вигляд: 








M

xmRxmrxm

M

xm
x ii

C
33232131 )sin()sin(

 









M

RmrmxM 22113 sinsin
 

)]2(sin[)sin( 21
3 


t

M

Rm
t

M

rm
x .                      (7а) 
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Підставляючи початкові умови руху (6а) в рівняння (7а) отримаємо: 
00 Cx .                                               (8а) 

 З врахуванням знайдених виразів (7а) та (8а) перший інтеграл (5а) 
матиме вигляд: 

0)]2(sin[)sin( 213  tRmtrmxM .                   (9а) 

 Закон руху АТТ знайдемо з рівняння (9а): 

)]2(sin[)sin( 21
3 


t

M

Rm
t

M

rm
x , 

або враховуючи, що )sin()]2(sin[ tt  , остаточно отримаємо 

)sin(
)( 21

3 t
M

Rmrm
x 





.                              (10а) 

 5. Проведення розрахунків. Підставимо вихідні дані в вираз 
(10а), отримаємо: 

)sin(0667,0)sin(
1014

)115,04(
3 ttx 




 , м. 

 

 Відповідь: x3=0,0667sin(t) [м]. 
 
 

 ІІ. Знаходження нормальної реакції напрямних N. 
 1. Побудова розрахункової схеми (рис. Д3б). Підпункти 1.1. та 
1.2. даної задачі аналогічні відповідним підпунктам попередньої 
задачі. 
 1.3. Визначаємо координати центра мас АТТ та координати МТ 
відносно осі Оy. 

.cos,cos, 22113  RHyrHyHy  (1б) 

 2. Складання диференціального рівняння руху системи. 
 Підпункт 2.1. даної задачі аналогічний відповідному підпункту 
попередньої задачі. 
 2.2. Координатна форма диференціального рівняння. 




 
3

1

:
i

iC PNyMy  .                                  (2б) 

де Cy  – проекція пришвидшення центра мас системи на вісь Оy. 

 З рівняння (3б) знайдемо нормальну реакцію напрямних: 




 
3

1i
iC PyMN  .                                     (3б) 

Враховуючи, що 
/3,2,1/,  igmP ii , 
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перепишемо вираз (4б) 
  gmmmyMgmgmgmyMN CC )( 321321   

)( gyM C    .                                         (4б) 

 3. Визначення координати yC та пришвидшення центра мас 
системи Cy . Знайдемо координату yC: 










M

HmRHmrHm

M

ym

y i
ii

C
32211

3

1 )cos()cos(
 









M

RmrmHM 2211 coscos
 

)]2(cos[)cos( 21 


t
M

Rm
t

M

rm
H , 

або враховуючи, що )cos()]2(cos[ tt  , остаточно отримаємо 

)(
)cos(

21 Rmrm
M

t
HyC 





.                            (5б) 

 Знайдемо першу та другу похідну від координати yС (5б): 

)(
)sin(

21 Rmrm
M

t
yC 






 , )(
)cos(

21
2 Rmrm

M

t
yC 






 .   (6б) 

 4. Визначення нормальної реакції напрямних. 
 Підставляючи вираз для пришвидшення (6б) в вираз для 
нормальної реакції напрямних (4б), отримаємо: 

)](
)cos(

[ 21
2 Rmrm

M

t
gMN 





 .                      (7б) 

 5. Проведення розрахунків. Підставимо вихідні дані в вираз (7б), 
отримаємо: 

)cos(578,2915,147)]cos(
1014

)115,04(
14,381,9[15 2 ttN 




 , Н. 

 

 Відповідь: N=147,1529,578cos(t) [Н]. 
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3.4. Документ MathCad для розв’язання задачі Д3 
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Задача Д4 - теорема про зміну кількості руху 
матеріальної системи 

 

4.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Механічна система складається з прямокутної вер-
тикальної плити (в подальшому абсолютно твердого тіла (АТТ)) масою 
m118 кг та вантажа D (в подальшому матеріальної точки (МТ)) масою 
m26 кг (рис. Д4.0 – Д4.9, табл. Д4). АТТ рухається вздовж горизон-
тальних напрямних. В момент часу t00, коли швидкість АТТ u02 м/с, 
МТ під дією внутрішніх сил розпочинає рух по жолобу АТТ. 
 На рис. Д4.0 – Д4.3 жолоб КЕ прямолінійний і при русі МТ від-
стань sAD змінюється за законом sf1(t), а на рис. Д4.4 – Д4.9 жолоб – 
коло радіусом R0,8 м і при русі МТ кут AC1D змінюється за 
законом f2(t). 
 Знайти: нехтуючи силами тертя визначити швидкість АТТ і 
подати її як функцію часу uf(t). 
 

 
Рис. Д4.0 

 
Рис. Д4.1 

 
Рис. Д4.2 

 
Рис. Д4.3 
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Рис. Д4.4 

 
 

 
Рис. Д4.5 

 
 

 
Рис. Д4.6 

 
 

 
Рис. Д4.7 

 
 

 
Рис. Д4.8 

 
Рис. Д4.9 
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Таблиця Д4 
sf1(t) f2(t) Номер 

умови Рис. 0, 1 Рис. 2, 3 Рис. 4, 5, 6 Рис. 7, 8, 9 

0 0,8sin(t2) 0,4(3t22) (32t2)/3 (2t21) 
1 1,2cos(t/2) 0,6sin(t2/2) (13t2)/4 (14t2)/3 
2 0,6(2t21) 0,8cos(t) (t23)/6 (3+4t2)/6 
3 0,4sin(t2/3) 0,5sin(t2/6) (2t2) (t2)/2 
4 0,5cos(t/6) 1,2cos(t/3) (1+2t2)/6 (15t2)/4 
5 0,6sin(t2/4) 0,5(34t2) (5t2+1)/4 (t24)/3 
6 0,8(23t2) 0,8sin(t2/3) (t22)/2 t2/4 
7 0,6cos(t/3) 0,4cos(t/4) (3+t2)/3 (3t21)/6 
8 1,2sin(t2/2) 1,2sin(t2) t2/2 (t2+3)/2 
9 0,8cos(t/4) 0,6cos(t/6) (t2+2)/6 (2t2)/4 

 

4.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Задача Д4 – на застосування теореми про зміну кількості руху сис-
теми. При розв’язанні задачі необхідно скласти рівняння за допомогою 
вказаної теореми в проекції на вісь паралельну напрямним вздовж 
яких рухається АТТ. 
 

4.3. Приклад розв’язання задачі Д4 
 

 Умова задачі. Механічна система складається з прямокутної вер-
тикальної плити (в подальшому абсолютно твердого тіла (АТТ)) масою 
m1 та вантажа D (в подальшому матеріальної точки (МТ)) масою m2 
(рис. Д4а). АТТ рухається вздовж горизонтальних напрямних. В мо-
мент часу t00, коли швидкість АТТ uu0, МТ під дією внутрішніх сил 
розпочинає рух по жолобу АТТ. Жолоб являє собою коло радіусом R і 
при русі МТ кут AC1D змінюється за законом f(t). 
 Дано: m116 кг; m24 кг; R0,6 м; u00,2 м/с; (t2+1)/3 рад. 
 Знайти: нехтуючи силами тертя визначити швидкість АТТ і 
подати її як функцію часу uf(t). 
 

Розв’язок 
 

 1.  Побудова розрахункової схеми (рис. Д4б). 
 1.1. Розглянемо механічну систему, що складається з АТТ і МТ в 
довільному положенні. Введемо координатні осі Оxy так, щоб вісь x 
була паралельна напрямним. 
 1.2. Прикладаємо зовнішні сили, що діють на систему: сили ваги 

1P


, 2P


 і реакцію направляючих N


. 
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 а 
 б 

Рис. Д4 Схема механічної системи: 
а – вихідна схема; б – розрахункова схема 

 

 2. Складання диференціального рівняння руху системи. Для 
визначення u скористаємося теоремою про зміну кількості руху 
системи. 
 2.1. Векторна форма диференціального рівняння. 

21/ PPNdtQd


 ,                                        (1) 

де Q


 – кількість руху системи. Тут 

DT QQQ


 ,                                             (2) 

де TQ


 – кількість руху АТТ; DQ


 – кількість руху МТ. В (2) 

umQT


1 , DD vmQ


2 ,                                    (3) 

де u


 – швидкість АТТ; Dv


 – швидкість МТ відносно осей Оxy. 

 2.2. Координатна форма диференціального рівняння. Складемо 
диференціальне рівняння руху системи в проекції на вісь Оx. 
Отримаємо 

0: dtdQx x ,                                           (4) 

де Qx – проекція кількість руху системи на вісь Оx. 
 3. Інтегрування диференціального рівняння руху системи та 
знаходження сталої інтегрування. 
 3.1. Проінтегруємо диференціальне рівняння (4). Розділимо змінні 
помноживши ліву і праву частину рівняння (4) на dt, отримаємо: 

10 CQdQ xx  ,                                      (5) 

Отримане рівняння (5) – перший інтеграл. Тут в (5) 

DxTxx QQQ  ,                                           (6) 

де Qx, QTx, QDx – відповідно кількість руху системи, АТТ і МТ в 
проекції на вісь Оx. 
 Кількість руху АТТ: 
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xTx umQ 1 ,                                             (7) 

де uxu – швидкість АТТ в проекції на вісь x. 
 Кількість руху МТ: 

a
DxDx vmQ 2 ,                                             (8) 

де a
Dxv  – абсолютна швидкість МТ в проекції на вісь Оx. Тут в (8) 

r
Dx

e
Dx

a
Dx vvv  ,                                           (9) 

де r
Dx

e
Dx vv ,  – відповідно переносна і відносна швидкість МТ в проекції 

на вісь Оx. Тут в (9) 

uuv x
e
Dx  , ]3/)1(sin[sin 2  tvvv r

D
r
D

r
Dx .         (10) 

В (10) 

3/2 ltRv r
D   .                                       (11) 

Підставляючи (6-11) в (5), остаточно отримаємо: 

1

2

21 3

)1(
sin

3

2
C

t
Rtumum 























 
 .                      (12) 

 3.2. Знайдемо сталу інтегрування. Початкові умови руху мають 
вигляд: 

00 t , 0)0( uu  .                                        (13) 

Підставивши початкові умови руху (13) в перший інтеграл (12) отри-
маємо: С1(m1+m2)u0. 
 4. Знаходження швидкості руху АТТ. 
 Підставляємо знайдену сталу інтегрування у перший інтеграл (12), 
отримаємо: 

021

2

221 )(
3

)1(
sin

3

2
)( umm

t
Rtmumm 











 
 , 

звідки 











 





3

)1(
sin

)(3

2 2

21

2
0

t

mm

Rtm
uu .                       (14) 

 5. Проведення розрахунків. Підставимо вихідні дані в вираз (14), 
остаточно отримаємо: 

]3/)1(sin[2512,02,0
3

)1(
sin

)416(

6,014,34

3

2
2,0 2

2












 



 tt
tt

u , м/с. 

 Відповідь: u=0,2+0,2512tsin[(t2+1)/3] [Н]. 
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Задача Д5 – теорема про зміну моменту кількості руху 
матеріальної системи 

 

5.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Однорідна горизонтальна плита (кругла, радіуса R, 
де R=1,2 м) масою m1=24 кг обертається із кутовою швидкістю 
0=10 с-1 навколо вертикальної осі z, що знаходиться від центра мас С 
плити на відстані ОС=b (рис. Д5.0а–Д5.9а, табл. Д5). Додаткові відста-
ні і розміри для всіх плит показані на рис. Д5.0б–Д5.9б (вид зверху). 
 У момент часу t0=0 по жолобу плити починає рухатися (під дією 
внутрішніх сил) вантаж D масою m2=8 кг за законом s=AD=f(t), де s – 
виражено в метрах, t – в секундах. Одночасно на плиту починає діяти 
пара сил з моментом М (заданий в нютонометрах; при М<0 його 
напрямок протилежний показаному на малюнках). 
 На всіх рисунках вантаж D показаний у положенні, при якому s>0 
(коли s<0, вантаж знаходиться по іншу сторону від точки A). Зобража-
ючи креслення розвязуваної задачі, провести вісь z на заданій відстані 
ОС=b від центра С. 
 Знайти: залежність =f(t) (масою вала при цьому нехтуємо). 

 
Рис. Д5.0 

 
Рис. Д5.1 
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Рис. Д5.2a 

 
 

 
Рис. Д5.3 

 
 

 
Рис. Д5.4 
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Рис. Д5.5 

 
 

 
Рис. Д5.6 

 
 

 
Рис. Д5.7 
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Рис. Д5.8 

 
 

 
Рис. Д5.9 

 

Таблиця Д5 
Номер 
умови 

b sF(t) M 

0 R 0,4t2 6 
1 R/2 0,6t2 4t 
2 R 0,8t2 6 
3 R/2 10t 8t 
4 R 0,4t3 10 
5 R/2 0,5t 9t2 
6 R 0,6t 8 
7 R/2 0,8t 6t2 
8 R 0,4t3 10t 
9 R/2 0,5t2 12t2 
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5.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Задача Д5 – на застосування теореми про зміну кінетичного мо-
менту системи. При застосуванні теореми до системи, що складається 
з платформи (в подальшому абсолютно тверде тіло (АТТ)) і вантажу (в 
подальшому матеріальна точка (МТ)), враховуватимемо, що кінетич-
ний момент Kz системи відносно осі z визначається як сума кінетич-
ного моменту АТТ і моменту кількості руху МТ. При цьому слід 

врахувати, що абсолютна швидкість МТ складається з відносної r
Dv


 і 

переносної e
Dv


 швидкостей, тобто e
D

r
D

a
D vvv


 . Тому і кількість руху 

МТ e
D

r
D

a
D vmvmvm


 . Тоді можна скористатися теоремою Варіньона 

(статика), згідно якої 

)()()( e
D

D
z

r
D

D
z

a
D

D
z vmKvmKvmK


  

(моменти кількості руху точки обчислюються так само, як моменти 
сил). 
 При розв’язанні задачі необхідно зобразити на допоміжному 
кресленні вид на пластину зверху (з додатного напряму осі z). 
 Момент інерції пластини маси m відносно центральної осі zС, що 
перпендикулярна пластині і проходить через її центр мас С, дорівнює: 
 - для прямокутної пластини зі сторонами 1a  і 2a  

12/)( 2
2

2
1 aamJ

Cz  ; 

 - для круглої пластини радіуса R 

2/2mRJ
Cz  . 

 

5.3. Приклад розв’язання задачі Д5 
 

 Умова задачі. Однорідна горизонтальна плита (прямокутна із сто-
ронами R і 2R) масою m1 (в подальшому абсолютно твердого тіла 
(АТТ)) жорстко закріплена на вертикальному валу і обертається разом 
з ним із кутовою швидкістю 0 навколо вертикальної осі z (рис. Д5а). 
 У момент часу t0=0 на плиту починає діяти обертальний момент 
М, направлений протилежно 0; одночасно вантаж D масою m2 (в 
подальшому матеріальної точки (МТ)), що знаходиться в жолобі КЕ в 
точці А, починає рухатися по жолобу плити (під дією внутрішніх сил) 
за законом s=АD=f(t), де s – виражено в метрах, t – в секундах. 
 Дано: m124 кг; m28 кг; R1,2 м; 0=10 с-1; s=AD=0,5t2 м; 
M=kt Н·м, де k=5 Н·м/с. 
 Знайти: закон зміни кутової швидкості платформи =f(t) (масою 
вала при цьому нехтуємо). 
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Розв’язок 
 

 1.  Побудова розрахункової схеми (рис. Д5б). 
 1.1. Розглянемо механічну систему, що складається з АТТ і МТ. 
Введемо нерухомі координатні осі Oxyz (осі x та y на рис. Д5б, не 
показані). 
 1.2. Прикладаємо зовнішні сили і моменти, що діють на систему: 

сили тяжіння 1P


, 2P


, реакції ER


, HR


, і момент М ( OzRR EH 


, , 

OzPP ||, 21 ). 
 

 
а 

 
б 

Рис. Д5 Схема механічної системи: 
а – вихідна схема; б – розрахункова схема 

 

 1.3. Визначимо відносну і переносну швидкість МТ. 
 Будемо розглядати рух МТ як складний, тоді її рух відносно 
пластини є відносним, а обертання разом з пластиною, як одного 
цілого – переносним. Абсолютна швидкість МТ 

ФилимонихинГБ_ПироговВВ_каф_ДМ та ПМ_2014



 50

e
D

r
D

a
D vvv


 ,                                             (1) 

де e
D

r
D vv


,  – відповідно відносна та переносна швидкість МТ. 

 Відносна швидкість матеріальної точки 

tsv r
D   .                                               (2) 

Зображаємо вектор r
Dv


 на рис. Д5б з врахуванням знаку s  (при 0s  

напрямок r
Dv


 був би протилежний). 

 Переносна швидкість матеріальної точки 

ODv e
D  ,                                             (3) 

де OD  – радіус обертання точки при переносному русі. Тут 

 )180cos(2)()( 022 ADOAADOAOD  

 cos222 RssR .                                    (4) 

В (4) було враховано, що  cos)180cos( 0 . Зображаємо вектор 
e
Dv


 ( ODv e
D 


) на рис. Д5б з врахуванням напрямку . 

 2. Складання диференціального рівняння руху системи. 
 2.1. Векторна форма диференціального рівняння: 

)(/ e
OO MdtKd


 ,                                           (5) 

де OK


, )(e
OM


 – відповідно кінетичний момент системи та головний 

момент зовнішніх сил визначені відносно точки О. 
 2.2. Координатна форма. 
 Так як система обертається навколо осі z, то теорему про зміну 
кінетичного моменту системи застосуємо відносно вказаної осі. При 
знаходженні моменту скористаємося правилом визначення момента 

сили відносно осі (так як сили 1P


 і 2P


 паралельні осі z, а реакції ER


 і 

HR


 цю вісь перетинають, то їх моменти відносно осі z дорівнюють 

нулю). Тоді, вважаючи для моменту додатнім напрямок 0 (тобто 
проти ходу годинникової стрілки), одержимо: 

ktMdtdK z / ,                                      (6) 

де Kz – кінетичний момент системи відносно осі z. 
 Розділимо змінні в рівнянні (6) помноживши на dt  праву і ліву 
частину рівняння (6), отримаємо: 

ktdtdK z  .                                             (7) 

 3. Інтегрування диференціального рівняння руху системи. 
 Проінтегруємо диференціальне рівняння (7), отримаємо: 
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  tdtkdK z , звідки 

1

2

2
C

t
kK z  ,                                          (8) 

де С1 – стала інтегрування. Зазначимо, що рівняння (8) є першим 
інтегралом у якому – невідомими є Kz та С1. 
 4. Визначення кінетичного моменту системи Kz та сталої 
інтегрування С1. 
 4.1. Кінетичний момент системи має вигляд: 

D
z

T
zz KKK  ,                                           (9) 

де T
zK , D

zK  – відповідно кінетичний момент АТТ та момент кількості 

руху МТ. 

 4.1.1. Визначимо кінетичний момент АТТ T
zK . 

 Так як АТТ обертається навколо осі z, то 

 z
T
z JK ,                                              (10) 

де Jz – осьовий момент інерції пластини відносно осі z. Jz знайдемо 
застосовуючи теорему Гюйгенса-Штейнера, тоді: 

2
1

2
1 )( RmJOCmJJ

CC zzz  ,                         (11) 

де JzC – момент інерції пластини відносно центральної осі zС, що 
проходить через центр мас пластини – точку С. Тут 

2
1

22
1

12

5

12

])2[(
Rm

RRm
J

Cz 


 .                          (12) 

Підставляючи (12) в (11) отримаємо: 

2
1

2
1

2
1 12

17

12

5
RmRmRmJ z  .                           (13) 

 Остаточно, підставляючи (13) в (10), отримаємо: 

 2
112

17
RmK T

z .                                         (14) 

 4.1.2. Визначимо момент кількості руху МТ D
zK . Згідно з теоре-

мою Варіньона та з врахуванням (1-3) отримаємо: 

 )()()( 222
e
D

D
z

r
D

D
z

a
D

D
z

D
z vmKvmKvmKK


 

])([ 2
222 ODtOBmvmODvmOB e

D
r
D  .             (15) 

Враховуючи (4) та те, що 
 sinsin ROCOB , 

перепишемо (15) у такому вигляді 

)]cos2(sin[ 22
2  RssRRtmK D

z .                (16) 
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 Остаточно, підставляючи (14) та (16) в (9), кінетичний момент 
системи матиме вигляд: 

)]cos2(sin[
12

17 22
2

2
1  RssRRtmRmK z .       (17) 

 4.2. Визначення сталої інтегрування. 
 Підставляючи (17) в перший інтеграл (8) отримаємо: 

1

2
22

2
2

1 2
)]cos2(sin[

12

17
C

t
kRssRRtmRm  .  (18) 

Враховуючи початкові умови руху: t0=0, (t0)=0, з першого інтегралу 
(18) отримаємо: 

 )cos2(
12

17 22
020

2
11 RssRmRmC  





  )cos2(
12

17 22
2

2
10 RssRmRm .                  (19) 

 5. Проведення розрахунків. Підставивши (19) в (18) отримаємо 
такий вираз для : 

)cos2(
12

17

)cos2(
12

17

2
sin

22
2

2
1

22
2

2
10

2

2







 


RssRmRm

RssRmRm
t

kRtm

. (20) 

Підставляючи вихідні дані в вираз (20) та врахувавши, що 

894,0
)5,0(

cos
22





RR

R
, 447,0

)5,0(

5,0
sin

22





RR

R
, 

отримаємо 










 


]894,05,02,12)5,0(2,1[82,124

12

17

]894,05,02,12)5,0(2,1[82,124
12

17
10

2
5447,02,18

22222

22222
2

tt

tt
t

t

 

48,6058,82

8,60429,4324,8320
24

24






tt

ttt
, 

де t – в секундах,  – в 1/с. 
 

 Відповідь: 
48,6058,82

8,60429,4324,8320
24

24






tt

ttt
 [1/с]. 
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Задача Д6 – теорема про зміну кінетичної енергії 
матеріальної системи 

 

6.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Механічна система складається з вантажів 1, 2, сту-
пінчастого шківа 3 з радіусами ступеней R3=0,3 м, r3=0,1 м і радіусом 
інерції відносно осі обертання 3=0,2 м, блока 4 радіуса R4=0,2 м і 
катка (або рухомого блоку) 5 (рис. Д6.0 – Д6.9, табл. Д6); тіло 5 вважа-
ти суцільним однорідним циліндром, а масу блока 4 – рівномірно роз-
поділеною по ободу. Коефіцієнт тертя вантажів об площину fmp=0,1. 
Всі катки, враховуючи і катки обмотані нитками, котяться по площи-
нам без ковзання. Тіла системи з’єднані одне з одним нитками, переки-
нутими через блоки і намотаними на шків 3 (або на шків і каток); 
ділянки ниток паралельні відповідним площинам. До одного з тіл 
прикріплена пружина з коефіцієнтом жорсткості с. 
 Під дією сили F=f(s), що залежить від переміщення s, система роз-
починає рух із стану спокою; деформація пружини в початковий 
момент часу дорівнює нулю. При русі на шків 3 діє постійний момент 
М сил опору (від тертя в підшипниках). 
 На всіх рисунках не зображати вантаж 2, якщо m2=0; інші тіла 
повинні бути зображені і тоді, коли їх маса рівна нулю. 
 Знайти: значення шуканої величини в момент часу, коли перемі-
щення s стане рівним s1=0,2 м. 
 Шукана величина вказана в стовпчику “Знайти” таблиці, де поз-
начено: v1, v2, vC5 – відповідно швидкості вантажів 1, 2 і центра мас 
тіла 5; 3, 4 – відповідно кутові швидкості тіл 3 і 4. 

Таблиця Д6 

Номер 
умови 

m1, 
кг 

m2, 
кг 

m3, 
кг 

m4, 
кг 

m5, 
кг 

c, 
H/м 

М, 
Н·м 

F=f(s), H 

Зн
ай
ти

 

0 0 6 4 0 5 200 1,2 80(4+5s) ω3 
1 8 0 0 4 6 320 0,8 50(8+3s) v1 
2 0 4 6 0 5 240 1,4 60(6+5s) v2 
3 0 6 0 5 4 300 1,8 80(5+6s) ω4 
4 5 0 4 0 6 240 1,2 40(9+4s) v1 
5 0 5 0 6 4 200 1,6 50(7+8s) vС5 
6 8 0 5 0 6 280 0,8 40(8+9s) ω3 
7 0 4 0 6 5 300 1,5 60(8+5s) v2 
8 4 0 0 5 6 320 1,4 50(9+2s) ω4 
9 0 5 6 0 4 280 1,6 80(6+7s) vС5 
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Рис. Д6.0 

 
 

 
Рис. Д6.1 

 
 

 
Рис. Д6.2 

 
 

 
Рис. Д6.3 

 
 

 
Рис. Д6.4 

 
 

 
Рис. Д6.5 

 
 

 
Рис. Д6.6 

 

 
Рис. Д6.7 
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Рис. Д6.8 

 
Рис. Д6.9 

 

6.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Задача Д6 – на застосування теореми про зміну кінетичної енергії 
системи. При розв’язанні задачі необхідно врахувати, що кінетична 
енергія системи Т дорівнює сумі кінетичних енергій усіх тіл, які вхо-
дять до системи; цю енергію необхідно виразити через ту швидкість 
(лінійну чи кутову), яку у задачі необхідно визначити. Для встановлен-
ня залежності між швидкостями точок тіла, що рухається плоскопара-
лельно, або між його кутовою швидкістю і швидкістю центра інерції 
необхідно скористатися поняттям миттєвого центру швидкостей (кіне-
матика). При обчисленні роботи треба всі переміщення виразити через 
задане переміщення s1, врахувавши, що залежність між переміщен-
нями буде такою ж, як і між відповідними швидкостями. 
 

6.3. Приклад розв’язання задачі Д6 
 

 Умова задачі. Механічна система складається з вантажів 1, 2, сту-
пінчастого шківа 3 з радіусами ступеней R3, r3 і радіусом інерції 
відносно осі обертання 3, блока 4 радіуса R4 і катка 5 (рис. Д6а); тіло 5 
вважати суцільним однорідним циліндром, а масу блока 4 – рівномірно 
розподіленою по ободу. Коефіцієнт тертя вантажів об площину fmp. Всі 
катки, враховуючи і катки обмотані нитками, котяться по площинам 
без ковзання. Тіла системи з’єднані одне з одним нитками, перекину-
тими через блоки і намотаними на шків 3 (або на шків і каток); ділянки 
ниток паралельні відповідним площинам. До катка 5 прикріплена пру-
жина з коефіцієнтом жорсткості с. 
 Під дією сили F=f(s), що залежить від переміщення s, система роз-
починає рух із стану спокою; деформація пружини в початковий 
момент часу дорівнює нулю. При русі на шків 3 діє постійний момент 
М сил опору (від тертя в підшипниках). 
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 Дано: fmp=0,1; m14 кг; m28 кг; m35 кг; m46 кг; m53 кг; 
R3=0,3 м; r3=0,1 м; 3=0,2 м; R4=0,2 м; с=350 Н/м; s1=0,2 м; М=2 Н·м; 
F=50(5+10s1) Н. 
 Знайти: 3 в момент часу, коли переміщення ss1. 
 

Розв’язок 
 

 1. Побудова розрахункової схеми (рис. Д6б). Розглянемо рух 
незмінної механічної системи. 
 1.1. Запишемо теорему про зміну кінетичної енергії матеріальної 
системи у скінченній формі 

 )(
0

e
iATT , 

де Т, Т0 – відповідно кінетична енергія системи в поточний та почат-
ковий момент часу; Аі

(е) – робота зовнішніх сил. 
 Приймаємо, що у початковий момент часу 00 T , тоді 

 )(e
iAT .                                              (1) 

 

 

а 

 

б 

Рис. Д6 Схема механічної системи: 
а – вихідна схема; б – розрахункова схема 

 

 1.2. Показуємо напрямки переміщень та швидкостей. 
 1.3. Прикладаємо зовнішні сили і моменти, що діють на тіла сис-

теми: активні F


, прF


, gmP ii


 , /5,1/ i ; реакції iN


, /5,1/ i ; сили 

тертя ковзання 1трF


, 2трF


, силу тертя зчеплення 5трF


 і момент М. 
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 2. Визначення зв’язків між переміщеннями та швидкостями. 
 2.1. Визначаємо зв’язки між переміщеннями. Виразимо всі перемі-
щення через незалежне лінійне переміщення s1: 

3

1
3 R

s
 , 

3

13
3352 R

sr
rss  , 

43

13

4

2
4 RR

sr

R

s
 , 

53

13

5

5
5 RR

sr

R

s
 , 

3

13
55

2
2

R

sr
Rsn  .                     (2) 

 2.2. Визначаємо зв’язки між швидкостями. Виразимо всі швидкос-
ті через незалежну кутову швидкість 3: 

331 Rv  , 3352 rvv  , 
4

33

4

2
4 R

r

R

v 
 , 

5

33

5

5
5 R

r

R

v 
 .   (3) 

 3. Визначення кінетичної енергії системи. Кінетична енергія 
системи має вигляд: 

54321

5

1

TTTTTTT
i

i  


.                              (4) 

 Тіло 1 рухається поступально, тому 

22
111 /vmT  .                                             (5) 

 Тіло 2 рухається поступально, тому 

22
222 /vmT  .                                             (6) 

 Тіло 3 – ступінчастий шків з радіусом інерції відносно осі обер-
тання 3 – обертається навколо нерухомої осі, тому 

2/2
333  JT .                                             (7) 

 Тіло 4 – барабан, маса якого розподілена по ободу – обертається 
навколо нерухомої осі, тому 

2/2
444  JT .                                              (8) 

 Тіло 5 – рухомий блок, який є суцільним однорідним циліндром – 
рухається плоскопаралельно, тому 

2/)( 2
55

2
555  JvmT .                                       (9) 

В (7), (8) та (9) осьові моменти інерції відповідних тіл мають вигляд: 
2
333  mJ , 2

444 RmJ  , 2/2
555 RmJ  .                       (10) 

Підставляючи (5) – (9) в (4) та враховуючи вирази для осьових момен-
тів інерції (10), кінетична енергія системи матиме вигляд: 





















 


22

1 2
5

2
52
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2
4

2
44

2
3

2
33

2
22

2
11

R
vmRmmvmvmT , 

або з врахуванням зв’язків для швидкостей (3), отримаємо 
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











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
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


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
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 звJrmrmmrmRm

R

rR
, (11) 

де 







  542

2
3

2
33

2
31 2

3
mmmrmRmJ зв  

 – зведений до третього тіла осьовий момент інерції системи. 
 4. Визначення роботи зовнішніх сил. Робота зовнішніх сил, які 
прикладені до тіл системи має вигляд: 

)(
5

)(
4

)(
3

)(
2

)(
1

)( eeeeee
i AAAAAA  .                     (12) 

 Робота зовнішніх сил прикладених до 1-го тіла 

  1

0 11111
)(

1 )105(50)()()()(
x

mp
e dssFANAPAFAA


 

]30sin)1(250[30sin 0
111111

0
1 тртр FgmsssFsgm  .   (13) 

 Робота зовнішніх сил прикладених до 2-го тіла 

22222
)(

2 )()()( sFNAPAFAA mpmp
e 


.                    (14) 

 Робота зовнішніх сил прикладених до 3-го тіла 

333
)(

3 )()()(  MNAPAMAA e


.                      (15) 

 Робота зовнішніх сил прикладених до 4-го тіла 

0)()( 44
)(

4  NAPAA e


.                                  (16) 

 Робота зовнішніх сил прикладених до 5-го тіла 

2
5

0
5555

)(
5 2

60sin)()()()( npnpmp
e s

c
sgmFAFANAPAA 


, (17) 

де в (17) було враховано, що 

2/}0,{)(
2

)( 2
0

2
0

2
nnnp cslslll

c
FA 


. 

 Зазначимо, що в (13) – (17) приймалось, що 

0)( 1 NA


, 0)( 2 PA


, 0)( 2 NA


, 0)( 3 PA


, 0)( 3 NA


, 

0)( 4 PA


, 0)( 4 NA


, 0)( 5 NA


, 0)( 5 mpFA


, 

так як реакції 1N


, 2N


 та сила 2P


 перпендикулярні переміщенням від-

повідних тіл, реакції 3N


, 4N


 та сили 3P


, 4P


 прикладені в нерухомих 
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точках, а сили 5N


 і 5mpF


 прикладені в миттєвому центрі швидкостей. 

Підставляючи (13) – (17) в (12) та враховуючи, що 
0

111 30cosgmfNfF тртртр  , gmfNfF mpmpmp 222  , 

робота зовнішніх сил матиме вигляд 

 22
00

111
)( )]30cos30(sin)1(250[ gsmffgmssA mpтр

e
i  

2
5

0
53 2

60sin nps
c

sgmM  , 

або з врахуванням зв’язків для переміщень (2), отримаємо 
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де 
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r
gmfmp   

 – зведена до першого тіла сила. 
 5. Проведення розрахунків. Підставимо знайдені вирази для 
кінетичної енергії системи (11) та для роботи зовнішніх сил (18) в 
теорему про зміну кінетичної енергії системи (1), отримаємо: 

звзв FsJ 1
2
3 2 , 

звідки 

звзв JFs /2 13  . 

Підставивши вихідні дані в вираз для зведеної сили і зведеного 
осьового моменту інерції отримаємо: 

745,03
2

3
681,02,053,04 222 



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
 звJ  кг·м2; 

 )866,01,05,0(8,94)2,01(250звF  

2832,0
3,0

1,0
3502

3,0

1,0
866,08,93

3,0

2

3,0

1,0
8,981,0

2

2

  Н. 

Остаточно отримуємо 

33,12745,0/2832,023   рад/с. 

 Відповідь: 3=12,33 [рад/с]. 
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Задача Д7 – диференціальні рівняння 
плоскопаралельного руху твердого тіла 

 

7.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Барабан радіуса R вагою Р має виточку радіуса 

r=0,6R (рис. Д7.0 – Д7.9, табл. Д7). На барабан діють сили 1F


 і 2F


, 

напрямок яких визначається кутом β; крім сил на барабан діє момент 
М (коли M<0 напрямок момента протилежний показаному на рисунку). 
Барабан розглядаємо як суцільний однорідний циліндр радіуса R. 
 При русі, що розпочинається із стану спокою, барабан котиться 
без ковзання по шорсткій похилій поверхні з кутом нахилу α так, як 
показано на рисунках. 
 Знайти (нехтуючи силами тертя кочення): закон руху центра мас 
С барабана, тобто xC=f(t), і найменше значення коефіцієнта тертя fтр, 
при якому можливе кочення без ковзання. 

Таблиця Д7 

  Номер 
умови град 

1F  2F  M 

0 30 60 0 0,4P 0 
1 30 30 0,2P 0 0 
2 0 30 0 0,2P 0,1PR 
3 30 0 0 0 0,4PR 
4 30 90 0,1P 0 0,2PR 
5 0 60 0,3P 0,1P 0 
6 30 0 0 0,3P 0,2PR 
7 0 60 0,2P 0 0,3PR 
8 30 90 0 0,2P 0,4PR 
9 30 60 0,1P 0 0,3PR 

 

 
Рис. Д7.0 

 
Рис. Д7.1 
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Рис. Д7.2  

Рис. Д7.3 

 
Рис. Д7.4 

 
Рис. Д7.5 

 
Рис. Д7.6  

Рис. Д7.7 

 
Рис. Д7.8 

 
Рис. Д7.9 
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7.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Задача Д7 – на застосування диференціальних рівнянь плоскопа-
ралельного руху твердого тіла. При складанні рівнянь необхідно, для 
запобігання помилок в знаках, направити координатну вісь x в ту 
сторону, куди приймається направленим рух центра С барабана, і 
вважати тоді всі моменти додатними, коли вони направлені в сторону 
обертання барабана. Якщо фактично напрямок руху центра С інший, 
то в відповіді отримаємо aC<0, але знайдене значення aC буде вірним. 
Силу тертя, коли незрозуміло куди вона направлена, можна направ-
ляти в будь-яку сторону (результат від цього не залежить). 
 При визначенні найменшого значення коефіцієнта тертя, при 
якому можливе кочення без ковзання, врахувати, що сила тертя не 
може бути більше граничної, тобто FmpfN, звідки fFmp/N. Тому, 
fmin=Fmp/N. Суттєвим є те, що у всі ці вирази входять модулі сил (тут 
не пишемо N, так як в даній задачі не може бути N<0). Якщо при роз-
рахунках Fmp<0, то це означає лише те, що фактично сила Fmp направ-
лена в іншу сторону; в іншому весь розрахунок буде вірним. 
 

7.3. Приклад розв’язання задачі Д7 
 

 Умова задачі. Барабан (суцільний однорідний циліндр) радіуса R 
вагою Р котиться без ковзання по шорсткій похилій поверхні з кутом 

нахилу α (рис. Д7а). На барабан діє сила F


 і момент М. 
 Дано: Р=mg, F0,2P, M0,5PR, =300, 600. 
 Знайти (нехтуючи силами тертя кочення): 1) закон руху центра 
мас С барабана, тобто xC=f(t); 2) найменше значення коефіцієнта тертя 
fтр, при якому можливе кочення без ковзання. 
 

 
Рис. Д7а 

 
Рис. Д7б 

Рис. Д7 Схема плоскопаралельного руху барабана: 
а – вихідна схема; б – розрахункова схема 
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Розв’язок 
 

 1. Побудова розрахункової схеми (рис. Д7б). 
 1.1. Вводимо координатні осі x та y. 
 1.2. Прикладаємо зовнішні сили і моменти, що діють на барабан: 

активні F


, gmP


 ; реакцію N


; силу тертя трF


 і момент М. 

 2. Складання диференціальних рівнянь плоскопаралельного 
руху барабана. 
 2.1. Векторна форма диференціальних рівнянь: 

mpC FFPNam


 ,  )( iC
C FM

dt

Kd 


,                  (1) 

де Ca


 – пришвидшення центра мас барабана; CK


 – кінетичний 

момент барабана відносно точки С; )( iC FM


 – момент і-ої сили 

відносно точки С. 
 2.2. Координатна форма. 

 cossin FFPxm mpC , (а) 

 sincos0 FPN , (б) 

MRFFRJ mpC  , (в)                                  (2) 

де CC yx  ,  – відповідно проекції пришвидшення центра мас барабана 

на вісь Ox та Oy (тут 0Cy , так як yC=const); JC=mR2/2 – осьовий 

момент інерції барабана відносно центральної осі, що проходить через 
центр мас барабана – точку С та перпендикулярна площині малюнка. 
 3. Визначення закону руху центра мас барабана. 
 3.1. Визначення пришвидшення центра мас барабана. Враховуючи 
зв'язок для прискорень RxC /  , перепишемо третє рівняння системи 

(2в) 

MRFFR
R

xmR
mp

C 


2

2

, 

або після перетворень отримаємо 

R

M
FFxm mpC 

2

1
.                                     (3) 

Додамо перше рівняння системи (2а) і рівняння (3) отримаємо: 

)cos1(sin
2







  F

R

M
Pxm

m
C ,  звідки 

b
dt

dv
x C

C  ,                                              (4) 
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де 

)]cos1(sin[
3

2
 F

R

M
P

m
b .                           (5) 

 3.2. Інтегрування диференціального рівняння (4). 
 Розділимо змінні vС та t у рівнянні (4) домноживши праву і ліву 
частину рівняння на dt, матимемо 

bdtdvC  ;   dtbdvC . 

Після інтегрування отримаємо 

1Cbt
dt

dx
v C

C  .                                       (6) 

Отримане рівняння (6) є першим інтегралом. 
 Розділимо змінні xC та t у рівнянні (6) помноживши праву і ліву 
частину рівняння на dt, отримаємо: 

dtCbtdxC )( 1 .                                        (7) 

Проінтегруємо рівняння (7): 

  dtCbtdxC )( 1 ,  звідки 

21

2

2
CtC

t
bxC  .                                      (8) 

Отримане рівняння (8) є другим інтегралом. 
 3.3. Знаходження сталих інтегрування. Враховуючи початкові 
умови руху 

t00, xC00, vC00, 
отримаємо з першого та другого інтегралу 

100 C , 2000 C  або С10, С20. 

Отже, закон руху центра мас барабана має вигляд 

2/2btxC  .                                              (9) 

 4. Визначення найменшого коефіцієнта тертя fmin при якому 
можливе кочення без ковзання. 
 Для визначення f скористаємося тим, що при коченні без ковзання 
сила тертя повинна задовольняти нерівність: 

FmpfN.                                               (10) 
Нормальну реакцію поверхні знайдемо скориставшись другим рівнян-
ням системи (2б), отримаємо: 

 sincos FPN .                                    (11) 

 Значення Fmp знайдемо з рівняння (3), замінивши у ньому Cx  його 

значенням (4). Одержимо 

R

M
FF

mb
mp 

2
,  звідки 
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R

Mmb
FFmp 

2
.                                       (12) 

 Підставляючи знайдені Fmp та N з (11) та (12) в (10) отримаємо: 

)sincos(
2min  FP

R

Mmb
Ff .                     (13) 

 5. Проведення розрахунків. Підставимо вираз (5) та вихідні дані 
в вираз (9) для закону руху центра мас барабана, отримаємо: 

2
)]5,01(2,0

5,0
5,0[

3

2 2t
mg

R

mgR
mg

m
xC  , 

або остаточно 
2033,0 gtxC  . 

Підставимо вихідні дані в вираз (13) для коефіцієнта тертя, отримаємо: 







mgmg

R

mgR
mg

R

mgR
mgmg

f
866,02,0866,0

5,0
)]5,01(2,0

5,0
5,0[

3

1
2,0

min  

481,0
693,0

333,0

693,0

5,0033,02,0








mg

mgmgmg
. 

Отже 
fmin0,481. 

 Найменший коефіцієнт тертя при якому можливе кочення бара-
бана по поверхні без ковзання становить fmin=0,481. 
 
 Відповідь: xC=0,033gt2 [м], fmin=0,481. 
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Задача Д8 – принцип Даламбера 
 

8.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Вертикальний вал АК (рис. Д8.0 – Д8.9, табл. Д8), 
що обертається із сталою кутовою швидкістю =10 с-1, закріплений 
підп'ятником у точці А і циліндричним підшипником у точці вказаній в 
таблиці в стовпці 2, (АВ=BD=DE=ЕК=а=0,6 м). До вала жорстко зак-
ріплений тонкий однорідний ламаний стрижень масою т=10 кг, що 
складається з двох частин 1 та 2 (розміри частин стрижня показані на 
рисунках, де b=0,1 м, а їх маси т1 і m2 пропорційні їх довжинам,), і 
невагомий стрижень довжиною l=4b із точковою масою m3=3 кг на 
кінці; обидва стрижні лежать в одній площині. Точки кріплення стриж-
нів вказані в таблиці в стовпцях 3 і 4, а кути , , ,  – в стовпцях 5-8. 
 Знайти (нехтуючи вагою вала): реакції підп'ятника і підшипника. 
 

Таблиця Д8 

Кріплення в точці β, 
град 

γ, 
град 

Н
ом
ер

 
ум

ов
и 

П
ід
ш
ип
н

ик
 в

 т
оч
ці

 

ломаного 
стрижня 

невагомого 
стрижня 

α, 
град 

рис. 0-4 рис. 5-9 

φ, 
град 

1 2 3 4 5 6 7 8 

0 В D K 45 135 225 60 
1 К B D 60 240 150 45 
2 К E B 30 210 120 60 
3 D K B 60 150 240 30 
4 K D E 30 120 210 60 
5 E B K 45 225 135 60 
6 E D K 60 60 150 30 
7 K B E 30 30 120 60 
8 D E K 60 150 60 30 
9 K K D 30 120 210 60 

 

8.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Задача Д8 – на застосування до вивчення руху системи принципа 
Даламбера. При розв’язанні задачі врахувати, що коли сили інерції 

часток тіла (стрижня) мають рівнодійну iнR


, то чисельно C
iн maR  , 

де m – маса тіла, aC – пришвидшення центра мас С тіла. В загальному 

випадку лінія дії сили iнR


 не проходить через точку С. 
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Рис. Д8.0 

 

 
Рис. Д8.1 

 

 
Рис. Д8.2 

 

 
Рис. Д8.3 

 

 
Рис. Д8.4 

 

 
Рис. Д8.5 

 

 
Рис. Д8.6 

 

 
Рис. Д8.7 

 
Рис. Д8.8 

 
Рис.Д8.9 
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8.3. Приклад розв’язання задачі Д8 
 

 Умова задачі. Вертикальний вал АК (рис. Д8а), що обертається із 
сталою кутовою швидкістю ω, закріплений підп'ятником у точці А і 
циліндричним підшипником у точці E (АВ=BD=DE=ЕК=а). На валу в 
точці В жорстко закріплений тонкий однорідний ламаний стрижень 
масою т, що складається з двох частин 1 та 2 (маси частин стрижня т1 
і m2 пропорційні їх довжинам), а в точці К закріплений невагомий 
стрижень довжиною l=4b із точковою масою m3 на кінці. Обидва 
стрижні лежать в одній площині. 
 Дано: m=10 кг; m3=5 кг; =10 рад/с; а=0,6 м; b=0,1 м; l=4b; =600; 
=1200; =450. 
 Знайти (нехтуючи вагою вала): реакції підп'ятника і підшипника. 
 

Розв’язок 
 

 1. Побудова розрахункової схеми (рис. Д8б). 
 1.1. Побудову розрахункової схеми виконуватимемо відповідно до 
принципу Даламбера, який має вигляд 

0 інFF


,                                              (1) 

де інFF


,  – відповідно активні сили і сили інерції. 
 1.2. Введемо координатні осі x та y, які жорстко зв’язані з валом, 
так, щоб стрижні лежали в площині Axy. 
 1.3. Прикладаємо до розглядуваної системи сили: активні сили – 

сили ваги /3,1/,  igmP ii


; реакції в’язей (опор) – AX


, AY


, ER


; 

сили інерції, що прикладені до j-го елемента стрижня – iн
jF


 (рис. Д8б). 

 При побудові розрахункової схеми матимемо на увазі наступне. 
Так як вал обертається рівномірно, то елементи стрижня мають тільки 

нормальні пришвидшення n
ja


, спрямовані до осі обертання, причому 

j
n
j ra 2 ,                                               (2) 

де rj – радіус обертання j-го елемента стрижня. Тоді сила інерції iн
jF


 

буде спрямована в протилежний бік прискоренню n
ja


 і матиме вигляд: 

jj
n
jj

iн
j rmamF 2 ,                                     (3) 

де mj – маса j-го елемента стрижня. 

 Так як всі iн
jF


 пропорційні rj, тому епюри паралельних сил інерції 

ламаного стрижня утворюють для частини 1 трикутник, а для частини 
2 – прямокутник (рис. Д8б). 
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 Кожну з отриманих систем паралельних сил інерції замінюємо на 

її рівнодійну, тобто відповідно на iнR1


 і інR2


, які прикладені до 

відповідних частин ламаного стрижня. Лінії дії рівнодіючих iнR1


 і інR2


 

пройдуть через центри ваги відповідних епюр сил інерції. 
 

 
а  

б 

Рис. Д8 Схема вертикального вала з ламаними стрижнями: 
а – вихідна схема; б – розрахункова схема 

 

 2. Складання рівнянь рівноваги. 
 Відповідно до принципу Даламбера (1) зовнішні сили (активні і 
реакції в’язей) та сили інерції утворюють зрівноважену систему сил. 
Складемо для розглядуваної довільної плоскої системи сил три 
рівняння рівноваги. Отримаємо: 

0 ixF : 0321  iнiнiн
AE FRRXR ; 

0 iyF : 0321  PPPYA ; 

0)(  iA FM


:  sin)5,0(sin73 321 lPPPbaRE  

0)4(
23

2
33

2
1211 















  haF

h
haRhaR iнiнiн ,            (4) 

де в (4) 

111 C
iн amR  , 222 C

iн amR  , 333 amF iн  ;                      (5) 

P1=m1g, P2=m2g, P3=m3g;                                (6) 
 cos71 bh ; bh 32  ;  cos3 lh .                         (7) 
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Тут в (5) та (6) було враховано, що маси частин 1 і 2 ламаного стрижня 
пропорційні їх довжинам і відповідно рівні m1=0,7m та m2=0,3m. 
 В (5) пришвидшення центрів мас частин ламаного стрижня і точки 
мають вигляд: 

1
2

1 CC ra  , 2
2

2 CC ra  , 3
2

3 ra  .                        (8) 

де rC1, rC2, r3 – радіуси обертань відповідно центрів мас частин 
ламаного стрижня і точки. Тут в (8) 

2/sin71  brC ,  sin72 brC ,  sin3 lr .                  (9) 

 3. Знаходження реакцій опор. З рівнянь (4) знайдемо: 

321 PPPYA  , iнiн
E

iн
A RRRFX 213  , 

 )5,0(sin7sin[
3

1
213 PPblP

a
RE  





















  )4(

23

2
33

2
1211 haF

h
haRhaR iнiнiн .            (10) 

 4. Проведення розрахунків. Підставимо вихідні дані в вирази (5) 
– (9), отримаємо: 

6,688,9107,01 P  Н; 4,298,9103,02 P  Н; 

498,953 P  Н.                                       (11) 

35,05,01,071 h  м; 3,01,032 h  м; 

283,0707,04,03 h  м.                                 (12) 

305,02/866,01,071 Cr  м, 61,0866,01,072 Cr  м, 

283,0707,01,043 r  м.                                (13) 

 Підставимо (13) і (8) в (5) отримаємо: 

5,213305,010107,0 2
1

2
11  C

iн rmR  Н, 

18361,010103,0 2
2

2
22  C

iн rmR  Н, 

5,141283,0105 2
3

2
33  rmF iн  Н.                      (14) 

 Підставимо (11), (12) і (14) в рівняння (10) знайдемо: 
147494,296,68 AY  Н, 




 )4,296,685,0(866,01,07707,04,049[
6,03

1
ER  

01,58)283,06,04(5,141
2

3,0
35,06,018335,0

3

2
6,05,213 











 






   Н, 

1971835,213)01,58(5,141 AX  Н. 

 5. Перевірка. Складемо рівняння для перевірки (наприклад, рів-
няння моментів) так, щоб в нього входили всі невідомі: 
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0)(
2

 iC FM


: 


















2
2

2
2

12
2

1
h

haRrY
h

haX ECAA  

0
2

3
23

)(
2

?

3
2

13
21

1323
2

1 
















 h

h
haF

hh
RrrP

r
P iнiн

C
C . 

Підставивши у отримане рівняння для перевірки знайдені раніше неві-
домі отримаємо: 








 






 
2

3,0
35,06,02)01,58(61,0147

2

3,0
35,06,0197  

 )283,061,0(49
2

61,0
6,68  







  )283,0

2

3,0
35,06,03(5,141

2

3,0

3

35,0
5,213  

039,098,30537,306  . 
Перевірка виконується. Відносна похибка становить: 

0
0

0
0

0
0 5][127,0100

98,305

37,30698,305



 . 

 
 Відповідь: YA=147 Н, RE58,01 Н, XA197 H. 
 Знак “–” вказує на те, що сили RE та XA в дійсності спрямовані у 
протилежну сторону на відміну від напрямку показаного на рис Д8б. 
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Задача Д9 – принцип можливих переміщень 
 

9.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Механізм, розташований у горизонтальній площи-
ні, знаходиться під дією прикладених сил у рівновазі; положення рів-
новаги визначається кутами , , , ,  (рис. Д9.0 – Д9.9, табл. Д9а та 
табл. Д9б). Довжини стрижнів механізму l1=0,4 м, l4=0,6 м, а l2, l4 – 
довільні; точка Е знаходиться посередині  відповідного стрижня. 

 На повзун В механізма діє сила пружності пружини npF


; чисель-

но Fnp=cλ, де c – коефіцієнт жорсткості пружини,  – її деформація. 

Крім того, на рисунках Д9.0 і Д9.1 на повзун D діє сила Q


, а на криво-

шип O1A – пара сил з моментом М; на рисунках Д9.2 – Д9.9 на криво-
шипи O1A і O2D діють пари сил з моментами М1 і М2. 
 Значення всіх заданих величин приведені в табл. Д9а для рисунків 
Д9.0 – Д9.4 і в табл. Д9б для рисунків Д9.5 – Д9.9, де Q – виражено в 
ньютонах, а М, М1, М2 – в ньютонометрах. 
 Побудову креслення необхідно розпочинати з стрижня, напрямок 
якого визначається кутом α. Якщо на кресленні прикріплений до пов-
зуна стрижень буде суміщений з пружиною (рис. Д9.10а), то пружину 
слід вважати прикріпленою до повзуна з іншої сторони (рис. Д9.10б). 
 Знайти: чому рівна при рівновазі деформація  пружини, і вка-
зати, розтягнута вона чи стиснута. 
 

9.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 
 Задача Д9 – на визначення умов рівноваги механічної системи за 
допомогою принципа можливих переміщень. Механізм у розглянутій 
задачі має один ступінь вільності, тобто одне незалежне можливе пере-
міщення. Для розв’язання задачі необхідно надати механізму можливе 
переміщення, обчислити суму елементарних робіт всіх діючих актив-
них сил і пар на цьому переміщенні і прирівняти її до нуля. Всі 
можливі переміщення, які ввійшли в отримане рівняння, необхідно 
виразити через незалежне (в якості незалежного можна обрати будь-
яке можливе переміщення). 
 Щоб знайти , треба з отриманої умови рівноваги визначити силу 
пружності F. На кресленні цю силу можна направити в будь-яку 
сторону (тобто вважати пружину розтягнутою, чи стиснутою); чи 
вірно обраний напрямок сили, вкаже знак. 
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Таблиця Д9а (до рис. Д9.0 – Д9.4) 

Кути, град рис. 0-1 рис. 2-4 Номер 
умови      

с, 
Н/см М Q 1M  2M  

0 90 120 90 60 60 180 100 400 120 460 
1 60 150 30 0 120 160 120 380 140 440 
2 30 120 120 30 60 150 140 360 160 420 
3 0 60 90 30 120 140 160 340 180 400 
4 30 120 30 0 60 130 180 320 200 380 
5 0 150 30 0 60 120 200 300 220 360 
6 0 150 60 90 120 110 220 280 240 340 
7 90 120 120 60 150 100 240 260 260 320 
8 60 60 60 90 30 90 260 240 280 300 
9 120 30 30 90 150 80 280 220 300 280 

 

Таблиця Д9б (до рис. Д9.5 – Д9.9) 

Кути, град Номер 
умови      

с, 
Н/см 

1M  2M  

0 30 30 60 0 150 80 200 340 
1 0 60 60 0 120 90 220 320 
2 60 150 120 90 30 100 240 300 
3 30 60 30 90 120 110 260 280 
4 90 120 150 90 30 120 280 260 
5 30 120 150 0 60 130 300 240 
6 60 150 150 90 30 140 320 220 
7 0 60 30 0 120 150 340 200 
8 90 120 120 90 60 160 360 180 
9 90 150 120 90 30 180 380 160 

 
 

 
Рис. Д9.0 

 

 
Рис. Д9.1 
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Рис. Д9.2 

 

 
Рис. Д9.3 

 
Рис. Д9.4 

 

 
Рис. Д9.5 

 
Рис. Д9.6 

 

 
Рис. Д9.7 

 
Рис. Д9.8 

 
Рис. Д9.9 

 
Рис. Д9.10а 

 
Рис. Д9.10б 
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9.3. Приклад розв’язання задачі Д9 
 

 Умова задачі. Механізм, розташований у горизонтальній площи-
ні, складається з стрижнів 1, 2, 3, 4 і повзуна D, з’єднаних між собою і 
з нерухомими опорами O1 та O2 шарнірами. До повзуна D прикріплена 

пружина з коефіцієнтом жорсткості c і прикладена сила Q


, а до 

стрижнів 1 та 4 відповідно прикладені моменти М1 та М2. Точка С 
знаходиться посередині стрижня 2. 
 Дано: =600; =1200; =1200; =450; =450; l1=0,4 м; l4=0,6 м; 
М1=150 Н·м; М2=200 Н·м; Q=450 Н; c=150 Н·см. 
 Знайти: чому рівна при рівновазі деформація  пружини, і вка-
зати, розтягнута вона чи стиснута. 
 

Розв’язок 
 

 1. Побудова розрахункової схеми (рис. Д9б). 
 1.1. Запишемо принцип можливих переміщень 

0 iA ,                                                (1) 

де iA  – елементарна робота активних сил на відповідних можливих 

переміщеннях 
 1.2. Показуємо положення механізму у відповідності з заданими 
кутами та будуємо схему можливих переміщень (рис. Д9б). 

 1.3. Зображаємо діючі на механізм активні сили: силу Q


, силу 

пружності npF


 пружини (припускаючи, що пружина розтягнута) і 

моменти М1 та М2, що прикладені до відповідних стрижнів. 
 2. Визначення зв’язків між можливими переміщеннями. 
 Знаходимо зв’язки між можливими переміщеннями, обравши за 
незалежне, наприклад, можливе переміщення 1-го тіла – 1. Тоді 
матимемо 

11lxA  .                                             (2) 

 При подальших розрахунках будемо враховувати, що залежність 
між можливими переміщеннями буде така, як і між швидкостями. 
Тому для знаходження можливих переміщень точок стрижнів, що 
здійснюють плоскопаралельний рух можна скористатись положенням 
про рівність проекцій можливих переміщень двох точок тіла на пряму, 
що з’єднує ці точки. 
 Тоді використовуючи рис. Д9б отримаємо: 

0
11

0 30cos30cos lxx AC  ; 
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11
00 30cos30cos lxxxx BABA  ; 

0
11

00 30cos45cos45cos lxxxx CDDC  .            (3) 

 Для можливого переміщення стрижня 4 отримаємо: 

41144 // lllxB  .                                   (4) 

 Той самий результат можна отримати для можливих переміщень, 
якщо їх шукати за допомогою миттєвих центрів обертань 2K , 4K , 3O . 
 

 

а 

 

б 

Рис. Д9 Схема плоского механізма: 
а – вихідна схема; б – розрахункова схема 

 

 3. Складання рівняння елементарних робіт. Рівняння (1) мати-
ме вигляд (будемо враховувати, що знак “+” для роботи буде в тому 
випадку, коли напрямок сили або моменту співпадає з напрямком 
можливого переміщення, і знак “–” – якщо не співпадає): 

0)(4211  Dnp xQFMM .                          (5) 
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 4. Визначення деформації пружини. Підставляючи зв’язки для 
можливих переміщень (2) – (4) у рівняння (5), та враховуючи, що 
Fnp=c, отримаємо: 

030cos)( 0
11

4

11
211 


 lQc
l

l
MM  або 

030cos)( 0
1

4

1
211 








 lQc

l

l
MM .                      (6) 

Так як 01  , то з рівняння (6) випливає, що 

030cos)( 0
1

4

1
21  lQc

l

l
MM , 

звідки отримуємо 

0
1

0
1

4

1
21

30cos

30cos

cl

Ql
l

l
MM 

 .                                 (7) 

 5. Проведення розрахунків. Підставимо вихідні дані в вираз (7), 
отримаємо: 

68,2
96,51

28,139

866,04,0150

866,04,0450
6,0

4,0
200150








  см (стиск). 

 
 Відповідь: =–2,68 [см]. 
 Знак “–” вказує на те, що в дійсності пружина буде стиснута. 
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Задача Д10 – принцип Даламбера-Лагранжа (загальне 
рівняння динаміки) 

 

10.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Механічна система складається з однорідних сту-
пінчатих шківів 1 і 2, обмотаних нитками, вантажів 3–6, прикріплених 
до ниток, і невагомого блоку (рис. Д10.0 – Д10.9, табл. Д10). Система 
рухається у вертикальній площині під дією сил тяжіння і пари сил з 
моментом М, що діє на один з шківів. Радіуси ступеней шківа 1 рівні: 
R1=0,2 м, r1=0,1 м, а шківа 2 – R2=0,3 м, r2=0,15 м. Радіуси інерції 
шківів відносно осей обертання відповідно рівні 1=0,1 м та 2=0,2 м. 
 Вага Р1, … , Р6 шківів і вантажів задані в таблиці в ньютонах. 
Вантажі, вага яких рівна нулю, на кресленні не зображати (шківи 1, 2 
зображати завжди як частини системи). 
 Знайти (нехтуючи тертям): пришвидшення вантажу, що має 
найбільшу вагу. 
 

Таблиця Д10 

Номер 
умови 

P1, Н P2, Н P3, Н P4, Н P5, Н P6, Н 
M, 
Н·м 

0 10 0 20 30 40 0 10 
1 0 40 0 10 20 30 12 
2 20 30 40 0 10 0 16 
3 0 20 10 30 0 40 18 
4 30 0 20 0 40 10 12 
5 0 10 30 40 20 0 16 
6 40 0 0 20 30 10 10 
7 10 20 0 40 0 30 18 
8 0 40 10 0 30 20 12 
9 30 0 40 20 10 0 16 

 

 
Рис. Д10.0 

 

 
Рис. Д10.1 
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Рис. Д10.2 

 
 

Рис. Д10.3 
 

 
Рис. Д10.4 

 

 
Рис. Д10.5 

 

 
Рис. Д10.6 

 

 
Рис. Д10.7 

 

 
Рис. Д10.8  

Рис. Д10.9 
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10.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Задача Д10 – на застосування до вивчення руху системи загально-
го рівняння динаміки (принципу Даламбера-Лагранжа). Хід розв’язан-
ня такий, як і в задачі Д9, тільки попередньо необхідно приєднати до 
діючих на систему сил відповідні сили інерції. Врахувати при цьому, 
що для однорідного тіла, яке обертається навколо власної осі симетрії, 
система сил інерції приводиться до пари сил з моментом Miн=Jz, де Jz 
– момент інерції тіла відносно осі обертання,  – кутове 
пришвидшення тіла. Прийняти до уваги, що напрямки сил та моментів 
інерції протилежні напрямкам пришвидшень. 
 

10.3. Приклад розв’язання задачі Д10 
 

 Умова задачі. Механічна система (Д10а) складається з обмотаних 
нитками блока 4 радіуса R4, маса якого розподілена по ободу, сту-
пінчатого шківа 3 (радіуси зовнішнього і внутрішнього ободу R3 і r3, 
радіус інерції відносно осі обертання 3), однорідного барабана 5, який 
котиться по похилій поверхні, а також вантажів 1 і 2, прикріплених до 
ниток. Система рухається у вертикальній площині під дією сил ваги і 
пари сил з моментом М, прикладеної до шківа 3. 
 Дано: Р1=40 Н; Р2=80 Н; Р3=50 Н; Р4=60 Н; Р5=30 Н; М=20 Н·м; 
R3=0,3 м; r3=0,1 м; 3=0,2 м; R4=0,2 м. 
 Знайти (нехтуючи тертям): пришвидшення вантажу, що має най-
більшу вагу. 
 

Розв’язок 
 

 1. Побудова розрахункової схеми (рис. Д10б). Система має одну 
ступінь вільності. В’язі, які накладені на систему – ідеальні. 
 1.1. Запишемо принцип Даламбера-Лагранжа 

0)(
1

)()( 


n

i

ін
і

ак
i AA ,                                   (1) 

де )(ак
iA  – сума елементарних робіт активних сил; )(ін

іA  – сума 

елементарних робіт сил інерції. 
 1.2. Показуємо на схемі напрямки можливих переміщень та прис-
корень тіл системи (рис. Д10б). 

 1.3. Прикладаємо до тіл активні сили 1P


, 2P


, 3P


, 4P


, 5P


 та пару 

сил з моментом М, сили інерції iнF1


, iнF2


, iнF5


 і моменти інерції інM 3 , 

інM 4 , інM 5 . 
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а 

 

б 

Рис. Д10 Схема механічної системи: 
а – вихідна схема; б – розрахункова схема 

 

 2. Визначення зв’язків між можливими переміщеннями і 
пришвидшеннями. 
 2.1. Визначаємо зв’язки між можливими переміщеннями. Вирази-
мо всі можливі переміщення через незалежне x2, отримаємо: 
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x 
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
 .                                (2) 

 2.2. Визначаємо зв’язки між пришвидшеннями. Виразимо всі 
пришвидшення через незалежне а2, отримаємо: 
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a
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5 R

a
 .       (3) 

 3. Складання загального рівняння динаміки. Загальне рівняння 
динаміки (1) має вигляд (будемо враховувати, що знак “+” для елемен-
тарної роботи будемо брати в тому випадку, коли напрямок сили або 
моменту співпадає з напрямком можливого переміщення, і знак “–” – 
якщо не співпадає): 

 44223311
0

1 )()60sin( інінінін MxFMMxFP  

0)60sin( 5555
0

5  інін MxFP .                         (4) 
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 4. Перетворення загального рівняння динаміки. 
 4.1. Підставимо зв’язки між можливими переміщеннями (2) у за-
гальне рівняння динаміки (4) та винесемо за дужки спільний множник, 
отримаємо: 
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Перенесемо сили та моменти інерції у лівий бік, а решту сил та момен-
тів – у правий, одержимо 
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 Перевірка: в лівій частині отриманого диференціального рівнянні 
руху (5) системи всі сили та моменти інерції повинні входити зі знаком 
“+”. 
 4.2. Визначаємо сили та моменти інерції враховуючи зв’язки для 
пришвидшень (3), отримаємо: 
- для сил інерції 
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В (6) було враховано, що осьові моменти інерції тіл мають вигляд 
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 4.3. Підставляємо сили та моменти інерції (6) у рівняння динаміки 
системи (5), отримаємо: 
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або 
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Остаточно отримаємо 
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 5. Проведення розрахунків. Підставимо вихідні дані в вираз (7), 
отримаємо: 

607,1
745

41,1197

30
2

3
608050

1,0

2,0
40

1,0

3,0

81,9866,030
1,0

20
866,040

1,0

3,0

2

2

2

22 
















a  м/с2. 

 
 Відповідь: а2=–1,607 [м/с2]. 
 Знак “–” вказує, що пришвидшення вантажа 2 і пришвидшення 
інших тіл направлені протилежно показаним на рис. Д10б. 
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Задача Д11 – рівняння Лагранжа ІІ роду для системи з 
двома ступенями вільності 

 

11.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Механічна система складається з тіл 1, 2, … , 5 
вагою Р1, Р2, … , Р5 відповідно, зв’язаних між собою нитками, намота-
ними на ступінчаті блоки 1 і 2 (рис. Д11.0 – Д11.9, табл. Д11). Радіуси 
ступінчатих блоків 1 і 2 відповідно рівні R1=R, r1=0,4R, R2=R, r2=0,8R. 
При обчисленні моментів інерції всі блоки, котки і колеса вважати 
однорідними суцільними циліндрами радіусом R. 

 На систему крім сил ваги діє сила F


, прикладена до тіла 3 або 4 
(якщо тіло 3 в систему не входить, то сила прикладена в точці В візка), 
і пари сил з моментами М1, М2, прикладені до блоків 1 та 2; коли М<0, 
напрямок момента протилежний показаному на малюнку. 
 На ділянці нитки, вказаній в таблиці в стовпці “Пружина”, вхо-
дить пружина з коефіцієнтом жорсткості с (наприклад, якщо в стовпці 
вказано АВ, то ділянка АВ є пружиною, якщо AD, то AD – пружина і 
т.д.); в початковий момент часу пружина недеформована. 
 Прочерк в стовпцях таблиці, де задана вага, означає, що відпо-
відне тіло в систему не входить (на рисунку не зображати), а нуль – що 
відповідне тіло вважається невагомим, але в систему входить; для 
коліс, позначених номером 4, Р4 – їх загальна вага (вага платформи 
такого візка не враховується). 
 Знайти: закон зміни узагальненої координати x=f(t), вважаючи, 
що рух розпочинається із стану спокою; визначити також частоту і 
період коливань, що здійснюють тіла системи при її русі. 
 

Таблиця Д11 
Р1 Р2 Р3 Р4 Р5 F М1 М2 Номер 

умови Н Н·м 
Пружина 

0 4P 0 — 3P — 4P 0 0 AB 
1 0 2P — — 3P 0 0 -2PR KE 
2 0 2P — P — 0 2PR 0 AB 
3 — 0 2P 5P — 0 0 2PR BD 
4 P — — — 4P 0 -PR 0 KE 
5 — — 4P 3P — P 0 0 BD 
6 2P 0 — — P 0 0 -PR KE 
7 — 4P — 2P — 3P 0 2PR AB 
8 — 4P 2P 0 — 0 0 3PR BD 
9 2P 0 — P — 0 2PR 0 AB 
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Рис. Д11.0 

 

 
Рис. Д11.1 

 

 
Рис. Д11.2 

 

 
Рис. Д11.3 

 

 
Рис. Д11.4 
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Рис. Д11.5 

 

 
Рис. Д11.6 

 

 
Рис. Д11.7 

 

 
Рис. Д11.8 

 

 
Рис. Д11.9 
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Рис. Д11.10 

 

11.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Задача Д11 – на застосування до вивчення руху системи рівнянь 
Лагранжа. В прикладі система має два ступеня вільності, тобто її 
положення визначається двома узагальненими координатами q1 та q2, і 
для неї повинні бути складені два рівняння. 
 Розв’язок розпочати з вибору узагальнених координат, позначив-
ши їх q1=x і q2= або q1=x і q2=y. За координату x  прийняти видов-
ження пружини, яке відраховується в сторону того з тіл 3, 4 або 5 
системи, до якого прикріплена пружина; наприклад, якщо пружина 
прикріплена до тіла в точці В і її довжина в довільний момент часу 
рівна АВ, то x=ABl0, де l0 – довжина недеформованої пружини. За 
координату  прийняти кут повороту крайнього блоку (цей блок може 
бути і невагомим), відраховуючи  від початкового положення. Якщо 
в систему ні один блок не входить, а входять лише тіла 3 і 4, за 
координату y необхідно прийняти відстань тіла 4 від початкового 
положення. Відповідні приклади приведені на рис. Д11.10. 
 

11.3. Приклад розв’язання задачі Д11 
 

 Умова задачі. Механічна система (рис. Д11а) складається з ван-
тажа 1, ступінчатого шківа 2 відповідно з радіусами ступеней R2, r2, 
блока 3 радіусом R3, та барабана 4, які зв’язані між собою нитками. До 
шківа 2 прикладена пара сил з моментом М1, а до блока 3 - пара сил з 
моментом М2. При обчисленні моментів інерції шківа 2 та барабана 4 
вважати їх однорідними суцільними циліндрами, а масу блока 3 – 
розподіленою по ободу. Вага всіх тіл відповідно рівна Р1, Р2, Р3, Р4. На 
ділянці АВ розташована пружина жорсткістю с. В початковий момент 
часу пружина недеформована. 
 Дано: Р1=2Р Н; Р2=3Р Н; Р3=Р Н; Р4=2Р Н; F=4Р Н; М1=2РR Н·м; 
М2=3РR Н·м; R2=R м; r2=0,4R м; 2=0,7R м; R3=0,7R м. 
 Знайти: закон зміни узагальненої координати x=f(t), вважаючи, 
що рух розпочинається із стану спокою; визначити також частоту і 
період коливань, що здійснюють тіла системи при її русі. 
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Розв’язок 
 

 1. Побудова розрахункової схеми (рис. Д11б). Розглядувана сис-
тема має два ступеня вільності, тому рух системи описуватиме два 
рівняння динаміки, які складемо за допомогою рівнянь Лагранжа ІІ 
роду. 
 1.1. Запишемо рівняння Лагранжа ІІ роду 

j
jj

Q
q

T

q

T

dt

d










, /2,1/ j .                                (1) 

В (1) враховано, що q1=2= і q2=x4=x. 
 1.2. Показуємо на схемі можливі переміщення та швидкості. 

 1.3. Прикладаємо до тіл системи сили: активні gmP ii


 , /4,1/ i , 

сили пружності npF


 і npF 


 ( cxFF npnp  ), та моменти М1 і М2. 

 

 

а 

 

 
 

б 

Рис. Д11 Схема механічної системи: 
а – вихідна схема; б – розрахункова схема 

 

 2. Визначення зв’язків між можливими переміщеннями і 
швидкостями. 
 2.1. Визначаємо зв’язки між можливими переміщеннями. В якості 
незалежних можливих переміщень будемо розглядати 2= і x4=x: 

221 Rx  , 3223 / Rr  , 224  rxxB , 
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4

224

4
4 R

rx
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xB 



 .                                  (2) 

 2.2. Визначаємо зв’язки між швидкостями. В якості незалежних 
швидкостей оберемо v4=v і 2=: 
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r 
 , 224  rvvB , 

4

224

4
4 R

rv

R

vB 
 .     (3) 

 3. Визначення кінетичної енергії системи. Кінетична енергія 
системи має вигляд: 

4321
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 Тіло 1 рухається поступально, тому 

)2/(2
111 gvPT  .                                           (5) 

 Тіло 2 – ступінчастий шків з радіусом інерції відносно осі 
обертання 2  – обертається навколо нерухомої осі, тому 

2/2
222  JT .                                             (6) 

 Тіло 3 – барабан, маса якого розподілена по ободу – обертається 
навколо нерухомої осі, тому 

2/2
333  JT .                                              (7) 

 Тіло 4 – рухомий блок, який є суцільним однорідним циліндром – 
рухається плоскопаралельно, тому 
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В (6), (7) та (8) осьові моменти інерції відповідних тіл мають вигляд: 
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Підставляючи (5) – (9) в (4) кінетична енергія системи матиме вигляд: 
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або враховуючи зв’язки для швидкостей (3), отримаємо 
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Перетворимо кінетичну енергію системи, для цього розкриємо дужки 
та згрупуємо відповідні складові біля v4 і 2, отримаємо: 
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Введемо коефіціенти інерції: 

g

P
a 4

11 2

3
 , 2

4
12 2

3
r

g

P
a  , 






  2

24
2

23
2
22

2
2122 2

31
rPrPPRP

g
a . (10) 

Тоді з урахуванням коефіціентів (10), та враховуючи, що xxv   44 , 

  22 , кінетична енергія системи матиме вигляд: 
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1 2
2212

2
11   axaxaT .                             (11) 

 4. Визначення узагальнених сил. Узагальнені сили Q1 і Q2 знай-
демо через елементарну роботу системи А на відповідних незалежних 
можливих переміщеннях. Враховуватимемо, що знак “+” для елемен-
тарної роботи буде в тому випадку, коли напрямок сили або моменту 
співпадає з напрямком можливого переміщення, і знак “–” – якщо не 
співпадає. 
 3.1. Визначення узагальненої сили Q1. Надамо системі можливого 
переміщення, при якому координата  отримує приріст 2>0, а 
координата x не змінюється, тобто x4=0 (пружина при такому 
переміщенні системи не змінює свою довжину). Тоді враховуючи, що 
xB=r22, елементарна робота матиме вигляд: 

Bnpnp xPFFMMxPFA  )60sin()60sin( 0
432211

0
11  

або після підстановки зв’язків для можливих переміщень (2) 





3

22
22122

0
11 )60sin(

R

r
MMRPFA  

2122
0

4 )60sin(  QrPFF npnp , 

де 

2
0

4
3

2
212

0
11 )60sin()60sin( rPFF

R

r
MMRPFQ npnp  .    (12) 

 3.2. Визначення узагальненої сили Q2. Надамо системі можливого 
переміщення, при якому координата x отримує приріст x4>0, а 
координата  не змінюється, тобто 2=0 (при такому переміщенні 1, 
2, 3 тіло не рухається). Тоді елементарна робота матиме вигляд: 

424
0

42 )60sin( xQxFPA np  , 

де 

ФилимонихинГБ_ПироговВВ_каф_ДМ та ПМ_2014



 91

cxPFPQ np  0
4

0
42 60sin60sin .                      (13) 

Тут в (13) x=x4. 
 5. Знаходження диференціального рівняння коливального ру-
ху системи. 
 5.1. Визначення лівої частини рівнянь Лагранжа ІІ роду. 
 Знайдемо частинні і повну похідну від виразу (11): 

0

T

, xaa
T 
 1222 



, xaa
T

dt

d 
 1222 



; 

0



x

T
, 


 
 1211 axa
x

T
, 


 
 1211 axa
x

T

dt

d
.             (14) 

 5.2. Складання рівнянь Лагранжа ІІ роду. Рівняння (1) з враху-
ванням виразів (13), (14) та (15), матимуть вигляд: 

11222 Qxaa   , 21211 Qaxa   .                       (15) 

 5.3. Знаходження диференціального рівняння коливального 
руху системи. 
 Виразимо з першого рівняння системи (15) змінну   та підстави-

мо її у друге. Тоді, враховуючи (13), отримаємо: 

cxP
a

xaQ
axa 


 0

4
22

121
1211 60sin

)(   

або 

1
22

120
4

22

2
12

11 60sin Q
a

a
Pcxx

a

a
a 










  . 

Остаточно, диференціальне рівняння руху системи матиме вигляд: 

axx  2
0 ,                                           (16) 

де 













22

2
12

11
2
0 a

a
ac , 





















22

2
12

111
22

120
4 60sin

a

a
aQ

a

a
Pa .   (17) 

 6. Визначення закону зміни узагальненої координати x=f(t), 
частоти та періоду коливань системи. 
 Розв’язок рівняння (16) має вигляд: 

21 xxx  , 

де 
)cos()sin( 02011 tCtCx  , constAx 2 . 

Підставляючи x2 в рівняння (16) отримаємо, що 2
0/  aA . Таким 

чином загальний розв’язок рівняння (16) має вигляд: 
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2
0

0201 )cos()sin(



a

tCtCx ,                          (18) 

де С1, С2 - сталі інтегрування. 
 Знайдемо сталі інтегрування, для цього спочатку знайдемо похід-
ну від x, отримаємо: 

)sin()cos( 002001 tCtCx  .                          (19) 

Початкові умови руху мають вигляд: 
00 t , 0)( 0 tx , 0)( 0 tx . 

Підставляючи початкові умови руху в рівняння (18) та (19) отримаємо: 

01 C , 2
02 /  aC .                                   (20) 

Підставляючи (20) в (18), остаточно, розв’язок рівняння (16) матиме 
вигляд: 

)]cos(1[ 02
0

t
a

x 


 . 

 З урахуванням вихідних даних та виразів (10), (12) і (17) знай-
демо: 

g

P

g

P
a

32

2

3
11  , 

g

PR
R

g

P
a 2,14,0

2

2

3
12  , 

g

PR
PRPRPRPR

g
a

2
2222

22 11,432,0
2

3
16,047,12

1







  , 

P

cg

g

P
c

PR

g

g

RP

g

P
c 377,065,2

11,4

44,13
22

22
2
0 



















 . 

Отже 

P

cg
614,00  , 

cg

P
T 




 26,3
2

0

. 

 Відповідь: )]cos(1[ 02
0

t
a

x 


  [м], 
P

cg
613,00   [1/c], 

 
cg

P
T  26,3  [c]. 
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Задача Д12 – рівняння Лагранжа ІІ роду для системи з 
одним ступенем вільності 

 

12.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Механізм, розташований у вертикальній площині 
(рис. Д12.0 – Д12.9, табл. Д12), складається із ступінчатих коліс 1 та 2 
з радіусами R1=0,4 м, r1=0,2 м та R2=0,5 м, r2=0,3 м, які мають нерухомі 
осі обертання; однорідного стрижня 3 довжиною l=1,2 м, закріпленого 
шарніром на одному з кінців; вантажів 4 та 5, підвішених до ниток, 
намотаними на колеса. На стрижні відстань AB=2l/3. 
 Стрижень 3 з’єднаний з колесом 2 невагомими стрижнем 6. 
Колеса 1 і 2 або знаходяться в зачепленні (рис. Д12.0 – Д12.4), або 
з’єднані невагомим стрижнем 7 (рис. Д12.5 – Д12.9). До коліс і 
стрижня 3 прикріплені пружини. 
 В табл. Д12 задані маси mi тіл (кг) і коефіцієнти жорсткості ci 
пружин (Н/м). Прочерки в стовпцях таблиці означають, що відповідні 
тіла або пружини в систему не входять (на кресленні ці тіла і пружини 
не зображати); в результаті в кожному конкретному варіанті 
отримується доволі простий механізм, який складається з трьох або 
навіть двох тіл. Стрижень 6 або 7 входить до складу механізма, коли в 
нього входять тіла з’єднані цим стрижнем. 
 В положеннях, показаних на рисунках, механізм знаходиться у 
стані рівноваги. При розрахунках колеса 1 та 2 вважати суцільними 
однорідними циліндрами. 
 Знайти: частоту і період малих коливань системи навколо поло-
ження рівноваги, а також статичне видовження cm пружини в поло-
женні рівноваги. 
 

Таблиця Д12 
m1 m2 m3 m4 m5 с1 с2 с3 Номер 

умови кг Н/м 
0 12 16 — 8 — 1200 — — 
1 10 8 4 — — — — 1000 
2 16 12 — — 6 — 800 — 
3 20 — — 6 — 1500 — — 
4 — 18 — — 4 — 1000 — 
5 18 14 6 — — 1000 — — 
6 12 — 8 4 — — — 1200 
7 16 10 — — 4 800 — — 
8 20 16 — 8 — — 1200 — 
9 10 — 6 4 — 1000 — — 
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Рис. Д12.0 

 
 

 

 
Рис. Д12.1 

 
 

 
Рис. Д12.2 

 
 

 
Рис. Д12.3 

 
 

 
Рис. Д12.4 

 
 

 
Рис. Д12.5 

 
 

 
Рис. Д12.6 

 

 
Рис. Д12.7 
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Рис. Д12.8 

 
Рис. Д12.9 

 

12.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Задача Д12 – на застосування до вивчення руху системи рівняння 
Лагранжа. В прикладі система має один ступінь вільності, тобто її 
положення визначається однією узагальненою координатою q, тому 
для опису її руху достатньо скласти одне диференціальне рівняння 
руху системи. При визначенні узагальненої сили врахувати, що так як 
активні сили потенціальні, то узагальнену силу краще визначати через 
потенціальну енергію системи. 
 

12.3. Приклад розв’язання задачі Д12 (1-ий варіант 
розв’язку (знаходження узагальненої сили через 

потенціальну енергію)) 
 

 Умова задачі. Механізм, розташований у вертикальній площині 
(рис. Д12а), складається із ступінчатих коліс 1 та 2 з радіусами R1, r1 та 
R2, r2, відповідно, які мають нерухомі осі обертання; однорідного 
стрижня 3 довжиною l, закріпленого шарніром на одному з кінців; ван-
тажа 4, підвішеного до нитки, намотаної на колесо. Стрижень 3 з’єдна-
ний з колесом 1 невагомими стрижнем 5. До стрижня 3 прикріплена 
пружина. 
 В положеннях, показаних на рисунках, механізм знаходиться у 
стані рівноваги. При розрахунках колеса 1 та 2 вважати суцільними 
однорідними циліндрами. 
 Дано: m1=10 кг; m2=8 кг; m3=5 кг; m4=6 кг; l=1,2 м; R1=0,4 м; r1=0,2 
м; R2=0,5 м; r2=0,3 м; AB=2l/3; с=1200 Н/м. 
 Знайти: частоту і період малих коливань системи навколо поло-
ження рівноваги, а також статичне видовження cm пружини в поло-
женні рівноваги. 
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Розв’язок 
 

 1. Побудова розрахункової схеми (рис. Д12б). Розглянемо до-
вільне положення системи, коли вона виведена з стану рівноваги і 
здійснює малі коливання. 
 

 
 

а 

 

б 

Рис. Д12 Схема механічної системи: 
а – вихідна схема; б – розрахункова схема 

 

 1.1. Запишемо рівняння Лагранжа ІІ роду. Система має одну сту-
пінь вільності. Оберемо в якості узагальненої координати кут 1 
відхилення стрижня від вертикалі, вважаючи 1 малим. Оскільки всі 
діючі активні сили (сила пружності і сила ваги) потенціальні, виразимо 
узагальнену силу Q через потенціальну енергію П системи. Тоді 
вихідним рівнянням буде 

Q
q

T

q

T

dt

d










, 
q

Q



 .                                (1) 

Тут в (1) враховано, що q=1. 
 При дослідженні малих коливань в рівнянні залишають малі 
величини 1, 1  в першій степені, відкидаючи малі більш високого 

порядку. 
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 1.2. Показуємо на схемі переміщення та швидкості тіл системи. 

 1.3. Прикладаємо до тіл системи сили: активні gmP ii


 , /4,1/ i ;, 

силу пружності npF


 ( cxFnp  ). 

 2. Визначення зв’язків між переміщеннями і швидкостями. 
 2.1. Визначаємо зв’язки між переміщеннями. В якості незалеж-
ного переміщення будемо розглядати 1: 

11rxB  , 
l

r

l

xB 11
3

33 
 , 11

11
3 3

3
rl

l

r
lx A 


 , 

2

11
2 r

R
 , 

2

211
224 r

RR
Rx


 .                           (2) 

 2.2. Визначаємо зв’язки між швидкостями. В якості незалежної 
швидкості будемо розглядати 1: 

11rvB  , 
l

r

l

vB 11
3

33 
 , 113 3 rlvA  , 

2

11
2 r

R
 , 

2

211
224 r

RR
Rv


 .                            (3) 

 3. Визначення кінетичної енергії системи. Кінетична енергія 
системи має вигляд: 

4321

4

1

TTTTTT
i

i  


.                                (4) 

 Тіло 1 обертається навколо нерухомої осі 

2/2
111  JT .                                            (5) 

 Тіло 2 обертається навколо нерухомої осі 

2/2
222  JT .                                            (6) 

 Тіло 3 – однорідний стрижень – обертається навколо нерухомої 
осі, що проходить через точку О3 

2/2
333  JT .                                            (7) 

 Тіло 4 рухається поступально 

2/2
444 vmT  .                                           (8) 

В (5), (6) та (7) осьові моменти інерції відповідних тіл мають вигляд: 

2/2
111 RmJ  , 2/2

222 RmJ  , 3/2
33 lmJ  .                 (9) 

Підставляючи (5) – (9) в (4), кінетична енергія системи матиме вигляд: 







  2

44
2
3

2
3

2
2

2
22

2
1

2
11 3

1

2

1

2

1

2

1
vmlmRmRmT  

або враховуючи зв’язки для швидкостей (3), отримаємо 
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














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
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
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
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RR
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2
1

2
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2

2
1

2
2

4
2

132
2

2
1

2
222

1
1

2
1

2

1

2

1
3

222














 звзв JJ

r

RR
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r

RRm
R

m
, (10) 

де 

2
2

2
1

2
2

4
2

132
2

2
1

2
222

1
1 3

22 r

RR
mrm

r

RRm
R

m
J зв   (11) 

 - зведений до першого тіла осьовий момент інерції системи. 
 4. Визначення узагальненої сили через потенціальну енергію 
системи. 
 Потенціальна енергія системи має вигляд: 

44332211
25,0 CCCC gzmgzmgzmgzmc  .            (12) 

Тут в (12) 

01 Cz , 02 Cz , 








 


2
15,0cos5,0

2
3

33 llzC , 

44 xzC  , Acm x .                                 (13) 

Підставляючи (13) в (12) отримаємо: 

44

2
3

3
2

2
15,0)(5,0 gxmglmxc Acm 









 
  

або враховуючи зв’язки для переміщень (2), отримаємо 

2

211
42

2
1

2
1

3
2

11
2

9
15,0)3(5,0

r

RR
gm

l

r
glmrc cm












 
 .    (14) 

 Узагальнену силу Q визначимо через потенціальну енергію 
системи (14): 





















2

21
4

2
11

3111
1 2

9
)3(3

r

RR
gm

l

r
gmrcrQ cm .        (15) 

Коли система знаходиться в стані рівноваги, то Q=0 і 1=0, тоді з (15) 
отримаємо: 

21

214

3 rr

RR

c

gm
cm  .                                      (16) 

Підставляючи (16) в (15) отримаємо: 











l

gm
crQ

2
9 32

11 .                                  (17) 
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 5. Проведення перетворень та розрахунків. 
 5.1. Визначення лівої частини рівнянь Лагранжа ІІ роду. 
 Знайдемо частинні і повну похідну від виразу (10): 

0
1



T

, 1
1



 
 звJ
T

, 1
1



 
 звJ
T

dt

d
.                     (18) 

 5.2. Складання рівнянь Лагранжа ІІ роду. Рівняння (1) з враху-
ванням виразів (17) та (18), матиме вигляд: 

QJ зв 1 .                                             (19) 

 5.3. Знаходження колової частоти 0 та періоду Т коливань. 
Підставимо вихідні дані в вирази (11), (16) та (17) , отримаємо: 

84,5
3,0

4,05,0
62,053

3,0

4,05,0

2

8
4,0

2

10
2

22
2

2

22
2 





звJ  кг·м2; 

0545,0
2,03,03

5,04,0

1200

8,96





 cm  м; 

11
2 64,424

2,12

8,95
12002,09 











Q .                  (20) 

З врахуванням (20) рівняння (19) матиме вигляд: 

11 64,42484,5   

або 

01
2
01  , 

де колова частота 0 та період Т коливань 

53,8
84,5

64,424
0   с-1, 736,0

53,8

14,322

0








T  с. 

 Відповідь: 0545,0 cm  м; 53,80   с-1, 736,0T  с. 
 
 

12.4. Приклад розв’язання задачі Д12 (2-ий варіант 
розв’язку (знаходження узагальненої сили через 

елементарну роботу)) 
 

 Розглянемо інший варіант розв’язання задачі, придатний і у 
випадку, коли діючі сили не потенціальні. 
 Оберемо в якості узагальненої координати кут 1, вважаючи його 
малим, і складемо для системи рівняння Лагранжа (1). 
 Для кінетичної енергії Т системи і для відповідних похідних 
отримаємо, як і раніше, значення (10) і (18). 
 Для знаходження узагальненої сили на схемі необхідно 
обов’язково показати діючі активні сили, які здійснюють роботу при 
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переміщенні системи, тобто силу пружності пружини npF


 ( cxFnp  ), 

прикладену до стрижня 3 в точці А і направлену вправо, сили ваги 

gmP ii


 , /4,1/ i , прикладені до відповідних тіл. 

 Нижче приведемо ті пункти задачі Д12, які відрізняються від 
попереднього варіанту розв’язку. 
 2. Визначення зв’язків між можливими переміщеннями, пере-
міщеннями і пришвидшеннями. 
 2.1. Визначаємо зв’язки між можливими переміщеннями. В якості 
незалежного можливого переміщення будемо розглядати 1: 

11rxB  , 
l

r

l

xB 11
3

33 



 , 11

11
3 3

3



 rl

l

r
lx A , 

2

11
2 r

R 
 , 

2

121
224 r

RR
Rx


 .                        (21) 

Підпункти 2.2, 2.3 та пункт 3 аналогічні відповідним підпунктам 2.1, 
2.2 та пункту 3 приведеним в попередньому варіанті розв’язку задачі. 
 4. Визначення узагальненої сили через елементарну роботу 
системи. Надамо системі можливого переміщення, при якому кут  
отримає приріст , і обчислюємо роботу А всіх названих сил на 
цьому переміщенні. Отримаємо 

443333 )cossin5,0( xPlFlPA np  .                  (22) 

Підставимо зв’язки між можливими переміщеннями (21) в рівняння 
(22). Тоді враховуючи, що 

)3()( 11 rcxcF cmAcmnp , 

та те, що при малих  
sin , 1cos  , 

отримаємо 
 44333 )5,0( xgmlcFglmA np  











2

121
4

11
11

11
3

3
)]3(

3
5,0[

r

RR
gm

l

r
rcl

l

r
glm cm  

1
2

21
4111

1
2

1
3 )3(3

2

9

















r

RR
gmrcr

l

r
gm cm . 

Коефіцієнт при  в правій частині отриманої рівності і є шуканою 
узагальненою силою. Отже, узагальнена сила буде мати вигляд (15). 
Величину ст знайдемо враховуючи, що при рівновазі, тобто коли 
1=0, буде і Q=0. В результаті отримаємо для ст значення задане 
формулою (16), а узагальнена сила прийме вигляд (17). 
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 5. Проведення перетворень та розрахунків. 
 Підпункти 5.1, 5.2 та 5.3 аналогічні відповідним підпунктам 
приведеним в попередньому варіанті розв’язку задачі. 
 5.4. Аналіз стійкості системи. 
 Підставляючи значення відповідних похідних з рівностей (18) і 
значення Q, задане формулою (17), в рівняння (1), приведемо його до 
вигляду 

0
9

2 1

2
13

1 









звJ

r

l

gm
c .                                (23) 

Розв’язок рівняння (23) суттєво залежить від знака коефіцієнта при 1. 
Якщо цей коефіцієнт додатній, тобто 

lgmc /5,0 3 ,                                           (24) 

то, ввівши позначення 

звJ

r

l

gm
c

2
132

0
9

2 







 ,                                     (25) 

отримаємо, як відомо, розв’язок рівняння (23) у вигляді 
)cos()sin( 0201 tCtC  . 

 Якщо при 00 t , 0  та 0  , то 02 C , 001 /  C . Але 

0  і 0  завжди можна вибрати як завгодно малим, так щоб кут  при 

русі системи теж буде залишатися малим, і система здійснюватиме 
малі коливання навколо положення її рівноваги, що визначається 
кутом 0 . Рівновага системи в даному випадку називається 

стійкою; умова стійкості рівноваги визначається в даній задачі 
нерівністю (24). 
 Якщо коефіцієнт при  в рівнянні (23) буде від’ємним, тобто 

lgmc /5,0 3 , то ввівши позначення 

звJ

r

l

gm
cn

2
132 9

2 







 , 

приведемо рівняння (23) до вигляду 02  n . Розв’язок цього 

рівняння матиме вигляд 
ntnt eCeC  21  

і, які б не були початкові умови, множник nte , а з ним і кут , з часом 
зростатимуть, тобто система виведена з стану рівноваги як завгодно 
малим зміщенням, відхилятиметься від цього положення все більше і 
більше. Рівновага системи в такому випадку називається нестійкою. 
 В даному прикладі lgmc /5,0 3 , тому рівновага системи є 

стійкою і вона здійснює малі коливання навколо положення рівноваги. 
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Теоретичні питання з розділу "Динаміка" 
 

 Для розв’язання задач з динаміки необхідно засвоїти такі теми 
курсу теоретичної механіки. 
 

Динаміка точки 

1. Диференціальні рівняння руху матеріальної точки у векторній, 
координатній і натуральній формах. 

2. Дві основні задачі динаміки точки (пряма, обернена). 
Послідовність їх розв’язання. 

3. Сила інерції матеріальної точки. Принцип Даламбера для вільної і 
невільної матеріальної точки. Принцип Даламбера при відносному 
русі матеріальної точки. Стан відносного спокою. 

4. Теорія прямолінійних коливань матеріальної точки. Пружна сила, 
сила в'язкого опору середовища, збурна сила. Положення 
статичної рівноваги. Коливальний рух. 

5. Вільні коливання матеріальної точки при відсутності сил опору. 
Амплітуда, частота, фаза, період вільних коливань. 

6. Затухаючі коливання матеріальної точки. Декремент затухаючих 
коливань. 

7. Вимушені коливання матеріальної точки. Явище резонансу. 
 

Загальні теореми динаміки 

8. Центр мас матеріальної системи. Координати центра мас. Теорема 
про рух центра мас матеріальної системи. 

9. Кількість руху матеріальної точки. Теорема про зміну кількості 
руху матеріальної точки в диференціальній і інтегральній формах. 

10. Кількість руху матеріальної (механічної) системи. Теорема про 
зміну кількості руху матеріальної системи в диференціальній і 
інтегральній формах. 

11. Момент кількості руху матеріальної точки. Теорема про зміну 
моменту кількості руху матеріальної точки. 

12. Момент кількості руху матеріальної системи (кінетичний момент). 
Теорема про зміну моменту кількості руху матеріальної системи. 

13. Кінетичний момент твердого тіла. Тензор інерції. 
14. Властивості тензора інерції. 
15. Осьові моменти інерції деяких тіл – приклади обчислення. 
16. Диференціальні рівняння поступального, обертального і плоско-

паралельного рухів абсолютно твердого тіла. 
17. Елементарна робота сили і робота сили на кінцевому переміщенні 

(повна робота сили). Визначення роботи у векторній, 
координатній і натуральній формах. 
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18. Кінетична енергія матеріальної точки. Теорема про зміну 
кінетичної енергії матеріальної точки у диференціальній і 
інтегральній формах. 

19. Кінетична енергія матеріальної системи. Теорема про зміну 
кінетичної енергії матеріальної системи у диференціальній і 
інтегральній формах. 

20. Обчислення кінетичної енергії матеріальної системи у загальному 
випадку її руху – переносного руху разом з центром мас і 
відносного руху навколо центра мас (теорема Кьоніга). Кінетична 
енергія абсолютно твердого тіла при різних випадках його руху. 

21. Силові поля. Потенціальні силові поля. Робота сил ваги, пружності 
і центральної сили. Силова функція. Критерій потенціальності 
силового поля. 

22. Потенціальна енергія. Повна механічна енергія. Консервативні 
механічні системи. Закон збереження повної механічної енергії 
матеріальної точки і системи. 

 

Аналітична механіка 

23. Математичне означення в'язей. Класифікація в'язей (стаціонарні, 
нестаціонарні, утримуючі, неутримуючі, голономні, неголономні). 

24. Дійсні і можливі переміщення механічної системи. Обмеження, які 
накладають в'язі на можливі переміщення. 

25. Ідеальні і неідеальні в’язі. Приклади. 
26. Принцип можливих переміщень. 
27. Загальне рівняння динаміки. 
28. Узагальнені координати, швидкості, сили. Узагальнене рівняння 

статики. 
29. Рівняння Лагранжа ІІ роду. 
30. Рівняння Лагранжа ІІ роду для консервативних і дисипативних 

систем. 
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