
Міністерство освіти і науки України 

КІРОВОГРАДСЬКИЙ ДЕРЖАВНИЙ ТЕХІЧНИЙ УНІВЕРСИТЕТ 

 

 

 

 

 

 

 

 

УДК 62-752+62-755                                                                    ДРНТІ 55.03.00 

 

Г.Б. Філімоніхін 

 

Динаміка багатокульових (багатомаятникових) 

автобалансирів. Стійкість основних рухів 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Кіровоград 2003 



 2 

Вступ 

 

 Основним видом сил, що збуджують вібрації в роторних машинах є 

відцентрові сили, що виникають від дисбалансу.  Ефективним методом 

боротьби з такими вібраціями є балансування роторів.  В багатьох 

роторних машинах цей дисбаланс не можна усунути попереднім 

балансуванням ротора, бо дисбаланс виникає від завантаження ротора 

сировиною, що обробляється, або від заміни чи зносу робочого органу і 

т.п.  Тому такі ротори треба зрівноважувати на ходу – під час експлуатації.  

Для зрівноважування на ходу роторів, що швидко обертаються – роторів 

турбогенераторів, шпинделів верстатів, абразивних кругів шліфувальних 

верстатів, дисків ручних шліфувальних машин, екстракторів, центрифуг, 

сепараторів відцентрових машин, приводів CD і DVD дисків і т.д. широко 

застосовуються автобалансувальні пристрої (АБП) з твердими 

коригувальними вантажами (КВ), такі як маятникові, кільцеві, кульові (так 

званні класичні) і т.д. [1-3].  У них КВ на закритичних швидкостях 

обертання ротора з часом самі приходять у положення, у якому 

зрівноважують ротор і далі рухаються з ним як одне ціле, поки не почне 

мінятися дисбаланс, швидкість обертання ротора, або не з'являться 

збурення різного походження.   

 Пасивні АБП прості і дешеві у виготовленні, надійні в роботі.  Але 

на сьогоднішній день не створена аналітична теорія зрівноваження ротора 

відомими АБП (кульовими, маятниковими) з багатьма КВ.  Так основні 

дослідження проведені для АБП з двома КВ [4-14], і одержані результати 

необґрунтовано переносяться на загальний випадок – АБП з багатьма КВ.  

Отже в цієї роботі створюється аналітична теорія багатокульових 

(багатомаятникових) автобалансирів, зокрема для різних фізичних моделей 

ротора і АБП виводяться диференціальні рівняння руху системи, 
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визначається кількість і умови існування усталених рухів системи ротор – 

АБП, досліджується стійкість основних рухів – рухів, у яких ротор 

зрівноважений і відсутнє відхилення вала від осі обертання.  В роботі не 

досліджується стійкість побічних рухів.  Але досвід попередніх 

теоретичних досліджень показує, що коли основні рухи існують і стійки, 

то побічні рухи нестійкі, або не існують.  Теж саме підтверджують 

експериментальні дослідження [2, 15].  Це твердження залишається 

недоведеним, але вищезазначене частково виправдовує вміст і задачі цієї 

роботи. 

 

 

1. Фізична модель і диференціальні рівняння руху системи 

 

 Опис моделі ротора й автобалансира.  Для дослідження динаміки 

системи прийнята плоска модель ротора Джефкота (Jeffcott) і 

автобалансира.  У рамках цієї моделі ротор - симетричний плоский диск 

маси М, насаджений з ексцентриситетом е на абсолютно твердий вал, 

перпендикулярний його площини (рис. 1).  Ротор розташований 

вертикально і рухається плоскопараллельно у горизонтальній площині.  У 

випадку маятникового АБП (рис. 1, а) на вал ротора насаджені n маятників, 

масою jm , фізичної довжини jl  з осьовим моментом інерції jJ  відносно 

осі, на яку насаджені, /,1/ nj .  У випадку кульового АБП (рис. 1, б) n 

куль, масою jm  рухаються по кільцевим доріжкам, радіуса jl , /,1/ nj , 

причому кулі приймаються за матеріальні точки, або jl  - відстані від осі 

валу до центра мас j-ої кулі, і осьовим моментом інерції кулі відносно її 

центральної осі нехтуємо.  Рух системи визначається відносно правої 
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системи нерухомих прямокутних осей X, Y, Z.  Вісь Z спрямована по осі 

обертання убік вектора кутової швидкості.   

 

 

                              а                                                               б 

 

Рис. 1  Плоска модель ротора і а – маятникового, б - кульового АБП 

 

Кут повороту ротора  відраховується від додатного напрямну осі X.  

Положення маятників (куль) визначаються аналогічно кутами j .  При 

повороті j-го маятника навколо валу на нього діє момент сил в’язкого 

опору )( jjjlH , де jH  - коефіцієнт сил в’язкого опору, )( j  - 

швидкість обертання маятника навколо валу відносно ротора, і штрих над 

величинами означає похідну за часом.  При русі j-ої кулі по доріжці на її 

діє сила в’язкого опору )( jjjlH , де jH  - коефіцієнт в’язкого опору, і 

)( jjl  - швидкість руху кулі по доріжці відносно ротора.  При 

нерухомому роторі вал суміщений з віссю обертання.  У процесі руху вал, 

на рис. 1 точка K, відхиляється від осі обертання, точки O, і на нього 

починають діяти оновлююча сила, і сила в’язкого опору середовища  

)0,,( yxc ycxcF


, )0,,( yxH HyHxF


,                              (1) 

 де: x, y – координати, що визначають положення валу щодо осей X, Y;  
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 yxyx HHcc ,,,  - коефіцієнти жорсткості і демпфірування в опорах 

валу в напрямках осей X і Y.  

 У подальшому, для більшої стислості, при виводі диференціальних 

рівнянь руху системи посилаємося тільки на маятниковий АБП. 

 Вивід диференціальних рівнянь руху ротора й АБП.   

 Маятники насаджені на рухомий вал.  Тому для виведення їхніх 

рівнянь динаміки можна використовувати теорему про зміну моменту 

кількості руху матеріальної системи у виді [16]: 

/,1/,)( njMrmrk
dt

dL e
wjKKj

wj 
,                               (2) 

 де: Lwj - кінетичний момент j-го маятника щодо рухомої осі W, 

спрямованої по осі валу ротора;  

 k


 - одиничний вектор, спрямований по осі W;  

 Kjr


 - радіус-вектор j-го маятника, що виходить із точки K і 

закінчується в центрі мас маятника; 

 Kr


 - прискорення точки K; 

 )(e
wjM  - головний момент зовнішніх сил, що діють на маятник щодо 

осі W.  

 У проекціях на координатні осі X, Y, Z: 

)0,,(),0,,(),0,,(),,0,0( yxryxryxr KKK


, 

)0,sin,cos(),(,),1,0,0( )(
jjjjKjjj

e
wjjjwj llrHMJLk


,  (3) 

 де Jj – момент інерції j-го маятника відносно осі W. 

Підстановка (3) у (2) дає наступні рівняння динаміки маятників 

/,1/,0)cossin()( njyxlmHJ jjjjjjjj .            (4) 

 Другу групу диференціальних рівнянь руху системи дає теорема про 

рух центра мас системи, що має вигляд [16] 
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HcC FFrM


,                                             (5) 

 де 
n

j
jmMM

1

– маса всієї системи,  

 Cr


 - прискорення центра мас.   

У проекціях на осі X, Y, Z: 

,

0

,)sin()sin(

,)cos()cos(

T

1

1

n

j
jjj

n

j
jjj

C lxmeyM

lxmexM

rM


 

,

0

)cos()cos(

)sin()sin(

Т

1

1

n

j
jjjj

n

j
jjjj

C lxmeyM

lxmexM

vM


 

Т

1

22

1

22

0

)]sincos([)]sincos([

)]cossin([)]cossin([

n

j
jjjjjj

n

j
jjjjjj

C lymeyM

lxmexM

aM


. (6) 

Підставляючи (1) і (6) у рівняння (5), одержимо: 

,0)cossin()cossin( 2

1

2
MelmxcxHxM

n

j
jjjjjjxx  



 7 

0)sincos()sincos( 2

1

2
MelmycyHyM

n

j
jjjjjjyy . (7) 

 Для складання рівняння обертального руху ротора використовуємо 

для нього теорему про зміну моменту кількості руху матеріальної системи 

щодо рухомої осі W у вигляді [16]: 

)(
00

0 )( e
wKK

w MkrrM
dt

dL 
,                                   (8) 

 де 0wL  - кінетичний момент ротора відносно осі W;  

 
)(
0
e

wM  - головний момент зовнішніх, сил діючих на ротор, щодо осі W.  

У проекціях на координатні осі X, Y, Z: 

),0,sin,cos(,, 0
2

000 MeMerMeJJJL KCw


 

rot

n

j
jjj

e
w MHlHM 0

1

)(
0 )( ,                          (9) 

 де Mrot  - рушійний момент, що розвивається приводом, 

 0H  - момент зовнішніх в’язких сил опору, що діють на вал 

ротора.  Підстановка (3) і (9) у (8), по перетворенню, дає наступне рівняння 

обертального руху ротора 

rot

n

j
jjj MyxMelHHJ )cossin(

1
00 .     (10) 

 З (4), (7), (10) видно, що динаміку системи характеризують (4n 8) 

параметрів (при цьому враховано, що M , J0  виражаються через ці 

параметри) і рушійний момент Mrot: 

0,,,,,,,/;,1/,,,, HHHccJeMniHJlm yxyxCiiii ;   Mrot.         (11) 

 Для різних моделей привода, рушійний момент можна подавати у 

вигляді: 

1) Mrot=const – сталий момент; 
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2) const),(1cMrot  - що лінійно залежить від відхилення 

поточної кутової швидкості  від потрібної ; 

3) const),()( 21 tccMrot  - що лінійно залежить від 

відхилень поточної кутової швидкості  від потрібної  і поточного 

кута повороту  від потрібного t; 

4) Mrot такий, що const, тобто ротор обертається зі сталою кутовою 

швидкістю. 

 Для виділення істотно відмінних (незалежних) параметрів, що 

характеризують динаміку системи, приведемо отримані рівняння до 

безрозмірного вигляду.  Визначимо першу резонансну частоту обертання 

ротора рівністю: 

M
cx

1 .                                               (12) 

Це частота власних коливань ротора при нерухомих маятниках і 

відсутності обертання ротора.  Уведемо допоміжні параметри: 

M

lm

r

m

lm

l

n

j
jj

n

j
j

n

j
jj

1*

1

1* , .                              (13) 

Параметр *l  є усередненою по масі довжиною маятників, чи усереднений 

радіус бігової доріжки, а параметр 
*r  - найбільший ексцентриситет, з яким 

ротор може бути насаджений на вал, щоб його могли зрівноважити КВ. 

 Уведемо безрозмірні параметри 

,,,,
110

*

0
1

M

H
h

M

H
h

J

Mel
j

M

m

R
y

y
x

x

n

i
i

m  
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,,, 2
1

2

1

0
10

0
0

M

c
R

lm

Me
e

J

H
h y

n

i
ii

 

/,1/,,,
1

*

1

nj
J

H
h

J

llm
j

lm

lm
e

j

j
j

j

jj
jn

j
jj

jj
j .              (14) 

Уведемо безрозмірні змінні і час 

11
1

**
,,,

dt

d
tp

r

y

r

x
.                   (15) 

Поділимо j-е рівняння в (4) на 2
1jJ , два рівняння в (7) на 2

1
*rM , 

рівняння (10) на 2
10J .  З огляду на (12-15), одержимо рівняння динаміки в 

безрозмірному вигляді: 

       /,1/,0cossin)( njjRh jjjmjjj  , 

),sincos()sincos(

),cossin()cossin(

2
0

1

22
2

2
0

1

2





eeRh

eeh

n

j
jjjjjy

n

j
jjjjjx

 

rot

n

i
ii

ii
m mh

ej

ej
jRh

1

00
00 )()cossin(  ,                   (16) 

 де точка над змінною означає похідну по  і 

2
10/ JMm rotrot                                           (17) 

безрозмірний рушійний момент. 

 З (16), видно, що в загальному випадку динаміку маятникового 

(кульового) АБП характеризують ( n ) істотно відмінних безрозмірних 

параметрів: 

1/,1/,0,,0
1

n

i
iiii eniejh ; 

10,,0,0,,,1 0002 mmyx RRjehhhR ,          (18) 
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і безрозмірний рушійний момент mrot. 

 У випадку однакових КВ 

/,1/,,,/1,,,* njjjhhneJJmmlll jjjjjj , 

10,10, mm Rj
nmM

nm
R .                        (19) 

Введемо нові параметри 

5,0
~

0,/
~

,2/
~

0 mmm RjjjjRR .                   (20) 

Тоді рівняння динаміки (16) приймуть вигляд 

/,1/,0cossin
~
2)( njRh jjmjj  , 

),sincos()sincos(
1

),cossin()cossin(
1

2
0

1

22
2

2
0

1

2





e
n

Rh

e
n

h

n

j
jjjjy

n

j
jjjjx

 

rot

n

i
im mhnejjRh

1
00 )(

~
)cossin(

~~
2  .         (21) 

В цьому випадку динаміку системи характеризують 9 незалежних 

параметрів 

nejRRhhhh myx ,,
~

,,
~

,,,, 020 ,                             (22) 

і рушійний момент rotm . 

 Якщо ротор утримують ізотропні опори, то 

1,, 2RHhhccc yxyx ,                                 (23) 

і система (16) приймає вигляд 

           /,1/,0cossin)( njjRh jjjmjjj  , 

),sincos()sincos(

),cossin()cossin(

2
0

1

2

2
0

1

2





eeH

eeH

n

j
jjjjj

n

j
jjjjj
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rot

n

i
ii

ii
m mh

ej

ej
jRh

1

00
00 )()cossin(  ,                 (24) 

 З (24), видно, що в цьому випадку динаміку маятникового 

(кульового) АБП характеризують ( n ) істотно відмінних безрозмірних 

параметрів і безрозмірний рушійний момент mrot: 

1/,1/,0,,0
1

n

i
iiii eniejh ; 

10,,0,0, 000 mm RRjehH .                         (25) 

 У випадку ізотропних опор і однакових КВ система (21) прийме 

вигляд 

/,1/,0cossin
~
2)( njRh jjmjj  , 

),sincos()sincos(
1

),cossin()cossin(
1

2
0

1

2

2
0

1

2





e
n

H

e
n

H

n

j
jjjj

n

j
jjjj

 

rot

n

i
im mhnejjRh

1
00 )(

~
)cossin(

~~
2  .        (26) 

Динаміку системи характеризують 7 незалежних параметрів 

nejRHhh m ,,
~
,

~
,,, 00 ,                                   (27) 

і рушійний момент rotm . 

 Нехай рушійний момент такий, що ротор обертається зі сталою куто-

вою швидкістю .  Введемо замість змінної p безрозмірний параметр R  

R / 1,   R const.                                      (28) 

Тоді рівняння динаміки системи (16) приймуть вигляд 

/,1/,0cossin)( njjRRh jjjmjjj  , 

,cos)cossin( 2
0

1

2 RReeh
n

j
jjjjjx   
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RReeRh
n

j
jjjjjy sin)sincos( 2

0
1

22
2  .       (29) 

Видно, що при обертанні ротора зі сталою кутовою швидкістю динаміку 

маятникового (кульового) АБП характеризують ( n ) істотно 

відмінних безрозмірних параметрів: 

1/,1/,0,,0
1

n

i
iiii eniejh ; 

10,,0,,,1 02 mmyx RRRehhR .                  (30) 

 Якщо КВ однакові, то система (29) приймає вигляд 

/,1/,0)cossin(
~
2)( njRRh jjmjj  , 

,cos)cossin(
1 2

0
1

2 RRe
n

h
n

j
jjjjx   

RRe
n

Rh
n

j
jjjjy sin)sincos(

1 2
0

1

22
2  .       (31) 

В цьому випадку динаміку системи визначають 8 незалежних параметрів 

1
~

0
~
,,,0,,,,1 02 mmyx RRRnehhhR .               (32) 

 Нехай ротор обертається зі сталою кутовою швидкістю і його 

підтримують ізотропні опори.  Тоді  

const/,,1 12 RHhhR yx ,                     (33) 

і рівняння динаміки системи (29) приймуть вигляд 

/,1/,0cossin)( njjRRhL jjjmjjjj  , 

,cos)cossin( 2
0

1

2
1 RReeHL

n

j
jjjjjn   

RReeHL
n

j
jjjjjn sin)sincos( 2

0
1

2
2  .      (34) 
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Видно, що у випадку ротора на ізотропних опорах, який обертається зі 

сталою кутовою швидкістю, динаміку маятникового (кульового) АБП 

характеризують ( n ) істотно відмінних безрозмірних параметрів: 

1/,1/,0,,0
1

n

i
iiii eniejh ;  10,,0, 0 mm RRReH .  (35) 

 Якщо КВ однакові, то система (34) приймає вигляд 

/,1/,0)cossin(
~
2)( njRRh jjmjj  , 

,cos)cossin(
1 2

0
1

2 RRe
n

H
n

j
jjjj   

RRe
n

H
n

j
jjjj sin)sincos(

1 2
0

1

2 .            (36) 

В цьому випадку динаміку системи визначають 6 незалежних параметрів 

1
~

0
~
,,,0,, 0 mm RRRneHh .                         (37) 

 Перетворимо систему рівнянь (34) до комплексного вигляду.  

Введемо комплексну змінну 

iz .                                               (38) 

Враховуючи, що 

)(
2

cossin,sincos iii ezez
i

ei  , 

перетворюємо систему (34) за алгоритмом: 

212211 ,/,,1/, nnnnnnjj iLLMiLLMnjLM  

Одержуємо 

/,1/,0
2

)( njezez
jiR

RhM jj iijm
jjjj

 , 

,)( 2
0

1

2
1

iR
n

j

i

jjjn eReeiezzHzM j  
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iR
n

j

i

jjjn eReeiezzHzM j 2
0

1

2
2 )(  .            (39) 

 Якщо КВ однакові, то система (39) приймає вигляд 

/,1/,0
~

)( njezezRiRhM jj ii

mjjj
 , 

,)(
1 2

0
1

2
1

iR
n

j

i

jjn eReei
n

zzHzM j  

iR
n

j

i

jjn eReei
n

zzHzM j 2
0

1

2
2 )(

1
 .           (40) 

 Перейдемо до системи координат, що синхронно обертається разом з 

ротором: 

iR
jj seznjR /;,1/, .                           (41) 

Тоді 

iRiR
esRsiRszesiRsz )2(,)( 2 .                   (42) 

Перетворюємо систему рівнянь (39) за алгоритмом 

iR
nn

iR
nnjj eRReRRnjMR 2211 ,/,,1/, . 

Одержуємо 

/,1/,0])2()2[(
2

22 njesRsiRsesRsiRs
jiR

hR jj iijm
jjjj

 , 

,)2(

)(2

2
0

1

22

2
1

ReeiRRe

ssiRsHsRsiRsR

n

j

i

jjjj

n

j



 

ssiRsHsRsiRsRn )(2 2
2

  

2
0

1

22 )2( ReeiRRe
n

j

i

jjjj
j .                                  (43) 

 Якщо КВ однакові, то система (43) приймає вигляд 

/,1/,0])2()2[(
~ 22 njesRsiRsesRsiRsRihR jj ii

mjjj
 , 
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,)2(
1

)(2

2
0

1

22

2
1

ReeiRR
n

ssiRsHsRsiRsR

n

j

i

jjj

n

j



 

ssiRsHsRsiRsRn )(2 2
2

  

2
0

1

22 )2(
1

ReeiRR
n

n

j

i

jjj
j .                         (44) 

 Введемо дійсні координати у рухомій системі координат 

issvssu 2/)(,2/)( .                                  (45) 

В них диференціальні рівняння руху (43) перетворяться до вигляду 

/,1/,0]cos)2(sin)2[( 22 njvRuRvuRvRujRhr jjjmjjjj  , 

,0]cos)2(sin[

2

2
0

1

22

2
1

ReRRe

uvRuHuRvRur

n

j
jjjjjj

n





 

vuRvHvRuRvrn  2
2 2  

0]sin)2(cos[
1

22
n

j
jjjjjj RRe  .                           (46) 

 Якщо КВ однакові, то система (46) приймає вигляд 

/,1/,0]cos)2(sin)2[(
~
2 22 njvRuRvuRvRuRhr jjmjjj  , 

,0]cos)2(sin[
1

2

2
0

1

22

2
1

ReRR
n

uvRuHuRvRur

n

j
jjjjj

n





 

vuRvHvRuRvrn  2
2 2  

0]sin)2(cos[
1

1

22
n

j
jjjjj RR

n
 .                            (47) 

 У подальшому, у випадку різних КВ об’єктом досліджень будуть 

системи (34), (39), чи (43), (46).  У випадку однакових КВ об’єктами 

досліджень будуть системи (36), (40), чи (44), (47). 
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2. Дослідження кількості і умов існування усталених рухів 

 

 Знайдемо усталені рухи, у яких КВ обертаються синхронно з 

ротором.  Для виділення цих рухів використовуємо диференціальні 

рівняння руху системи у вигляді (43).  В усталених рухах похідні 

дорівнюють нулю і рівняння (43) приймають вигляд 

/,1/,0)]
~~(

2

~~
2 njesesR

jiR
R jj iijm

j , 

0~])1[( 0
1

~
22

1 eeeRsiHRRR
n

j

i

jn
j , 

0
~
])1[( 0

1

~
22

2 eeeRsiHRRR
n

j

i

jn
j ,                           (48) 

 де /,1/~,
~
,~ njss j  - сталі параметри, що визначають усталений рух. 

 В основних рухах ротор зрівноважений і відсутнє відхилення валу 

від осі обертання: 

,0
~~ ss 0,0 0

1

~

0
1

~

eeeeee
n

j

i

j

n

j

i

j
jj .                 (49) 

Якщо n 3, то у системи сім’я основних рухів.  Будемо розрізняти одну 

сім’ю основних рухів від іншої по дисбалансу e0, який зрівноважується. 

 В побічних рухах ротор не зрівноважений і вал відхилений від осі 

обертання.  Перші n рівнянь в (48) будуть виконуватися, якщо  

/,1/;1,0,~,0
~~ ~~

njkkeses jjj
ii ,                 (50) 

 де ~  - деякий кут. 

Тоді останні два рівняння в (48) зведуться до вигляду 

0)1(~])1[( 0
1

~22
1 eeeRsiHRRR

n

j
j

ki
n

j , 
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0)1(
~
])1[( 0

1

~22
2 eeeRsiHRRR

n

j
j

ki
n

j .                             (51) 

Введемо у розглядання n - розрядне двійкове число 

k=kn…k1.                                                (52) 

У десятковій системі числення )12(,...,2,1,0 nk , тобто всього 2
n
 

можливих комбінацій.  Введемо позначення 

n

j
j

k
eke j

1

)1()( .                                        (53) 

Зі способу введення числа k випливають таки його властивості: 

- кожному додатному (від’ємному) числу )(ke  відповідає рівне за 

модулем від’ємне (додатне) число )12( ke n  

)12()( keke n ;                                     (54) 

- кількість від’ємних і додатних )(ke  однакова, а кількість нульових – 

парна. 

Тоді система (51) прийме вигляд 

0])([~])1[( 0

~22
1 ekeeRsiHRRR i

n , 

0])([
~
])1[( 0

~22
2 ekeeRsiHRRR i

n .                 (55) 

Зробимо заміну змінних 

)
~~(

2

1~),
~~(

2

~ ~~~~ iiii esesveses
i

u .                       (56) 

Зауважимо, що vu ~,~  - дійсні змінні.  Тоді системи рівнянь (50), (55) 

зведуться до вигляду 

,0]~cos)([~)1(2/)(

,0~

0
22~

2

~

1 ekeRvReReR

u

i
n

i
n

 

0~sin~2/)( 0
2~

2

~

1 eRvHReReR i
n

i
n .                            (57) 

Оскільки ,0~u  то |v~ | - безрозмірний прогин вала.   
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 1. Розглянемо випадок відсутності зовнішніх сил опору (H=0).  

Система (57) прийме вигляд 

0~sin,0]~cos)([~)1(,0~
0

2
0

22 eRekeRvRu .          (58) 

Відповідно до останнього рівняння, виділяємо таки випадки. 

 а) Випадок, коли  

0,0sin 0e .                                          (59) 

Оскільки при заміні кута  на кут ( ) маятники (кулі) змінюють 

орієнтацію з e(k) на e(2
n

k),  то у подальшому, не обмежуючи 

загальності, приймаємо, що  

)1(cos,0 .                                           (60) 

Тоді з системи (58) знаходимо 

/12,0/0)(,
1

))((
)(~,0)(~

2
0

2
nkk

R

keeR
kvku .          (61) 

Таким чином всього маємо до 2
n
 різних побічних усталених рухів.  У цих 

рухах: 

- маятники відхилені у важкий, чи легкий бік ротора так, що створюють 

сумарний дисбаланс з важкого e(k)>0, чи легкого e(k)<0 боку ротора, 

або зовсім дисбаланс не створюють e(k) 0; 

- кожному побічному руху k відповідає рух (2
n

k), у якому маятники 

відхилені у протилежний бік, і тому кількість рухів, у яких сумарний 

дисбаланс маятників з важкого боку ротора дорівнює кількості рухів, у 

яких сумарний дисбаланс маятників з легкого боку ротора; 

- сумарний дисбаланс системи дорівнює (e0 e(k)) і лежить на лінії 

дисбалансу ротора; 

- на дорезонансних швидкостях обертання ротора вал відхиляється у бік 

вектора сумарного дисбалансу системи, а на зарезонансних – у 

протилежний бік. 



 19 

 б) Випадок, коли 

00e .                                                (62) 

З (58) знаходимо 

}0)(:)12(,...,1,0{,)(,
1

)(
)(~,0)(~ 1

2

2

kekRk
R

keR
kvku n .       (63) 

Зауважимо, що:  

- якщо 0)(ke , то це основний рух і тому відповідні випадки виключені;  

- значення }12,...,12,2{ 11 nnnk  охоплюються довільністю 

параметрів (k), бо при заміні кута  на кут ( ) маятники (кулі) 

змінюють орієнтацію з e(k) на e(2
n

k);  

- на дорезонансних швидкостях обертання ротора вал відхиляється у бік 

вектора сумарного дисбалансу маятників, а на зарезонансних – у 

протилежний бік.   

Таким чином маємо до 2
n-1

 однопараметричних сімей побічних усталених 

рухів. 

 2. Розглянемо випадок наявності зовнішніх сил опору (H 0).  

Шукаємо аналоги рухів, знайдених при відсутності сил опору.  З 

останнього рівняння в (57) видно, що не існують аналоги побічних рухів 

(63), що виникали при відсутності дисбалансу.  Шукаємо аналоги рухів 

(61).  З останніх двох рівнянь в (57) знаходимо такі рівняння для 

визначення  і v~ : 

0]~cos)([~sin)1( 00
2 ekeHReR ,   

2
0

2

1

)~cos)((~

R

ekeR
v .     (64) 

Формально систему (64) можна розв’язувати так: з першого рівняння 

визначається (k), яке підставляється у друге рівняння для визначення 

)(~ kv .  Перетворимо перше рівняння в (64) до вигляду 
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0))((
2

tg)1(2
2

tg))(( 0
2

0
2

0 keeHRRekeeHR .       (65) 

Його розв’язки  

))((

))(()1()1(
arctg2)(~

0

22
0

22222
0

2
0

2/1
keeHR

keeRHReRe
k , 

/12,0/ nk .                                            (66) 

Формальні розв’язки не дають зв’язку між ними і рухами, у випадку 

відсутності сил опору.  Дослідимо якісну поведінку розв’язків.  

Розв’язуємо перше рівняння в (64) відносно R : 

sin2

sin4)cos)(()cos)((
)(

0

22
0

2
0

2
0

2/1
e

eekeHekeH
R .       (67) 

Нас цікавлять додатні кутові швидкості.  Визначимо чи є у функцій (67) 

екстремум.  Знаходимо похідні  

22
0

2
0

2

2/102/1

sin4)cos)((sin

)()cos)(()(

eekeH

RekeH

d

dR 
.                   (68) 

Не обмежуючи загальності будемо вважати, що 0)(ke .  З (67) і (68) 

випливає, що екстремум існує (похідна може приймати нульове значення) 

тільки при таких умовах 

)(
arccos,)( 0*

2/10
ke

e
eke k .                              (69) 

В інших випадках кутові швидкості є монотонними функціями .   На рис. 

3 побудовані у полярній системи координат графіки )(2/1R .  Розглядаємо 

різні випадки.  

 а) Випадок, коли 0)( eke .  Графіки зображені на рис. 2, а.  У 

кутових швидкостей два екстремуми: 

0

2
0

22
0

222
0*

2/1
2

)())((4

e

ekeHekeHe
R


, 
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1,10 *
2

*
1

*
2

*
1 RRRR .                                 (70) 

Умова існування побічних рухів 

),[],0( *
2

*
1 RRR  .                                  (71) 

 

0

90

180

270

210

а    

0

90

180

270

210

б  e0 0.3 ek 0.25

0

90

180

270

210

в  

Рис. 2.  Класифікація усталених рухів при наявності сил опору 

а – випадок, коли )(0 kee ; 

б – випадок, коли )(0 kee ; 

в – випадок, коли )(0 kee . 
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З (70) і (54) випливає, що рухи k і (2
n

k) мають однакові умови 

існування.  З рис. 2, а видно, що при 0~R  спільний центр маятників 

відхилений у важкий бік ротора ( ~0), або у легкий ( ~ ).  Перший випадок 

відповідає руху k, а другий - (2
n

k).  Зі збільшенням R  спільний центр 

мас маятників у русі k повертається за ходом стрілки годинника, а у русі 

(2
n

k) - за.  При *
1RR  два рухи зливаються ( ))(arccos(~ 0 kee ), 

а при переході через *
1R  – зникають.  Отже відбувається біфуркація 

положень рівноваги системи.  При *
2RR  два рухи знову з’являються, 

причому при цьому вони співпадають ( ))(arccos(~ 0 kee ), а при 

переході через *
2R  – вони розділяються.  При подальшому зростанні 

кутової швидкості обертання ротора ( R ) у русі k кут  прямує до 

+0, а у русі (2
n

k) - до 0. 

 б) Випадок, коли )(0 kee .  Графіки зображені на рис. 2, б.  У русі k 

спільний центр мас маятників початково відхилений у важкий бік ротора, а 

у русі (2
n

k) - у легкий.  В другому русі ротор зрівноважений і тому це 

основний рух.  У русі k зі збільшенням кутової швидкості обертання 

ротора спільний центр мас КВ починає повертатися за ходом стрілки 

годинника.  При досягненні резонансної швидкості обертання ротора 

( 1R ) цей кут дорівнює .  При цьому основний і побічний рух 

зливаються.  При подальшому зростанні кутової швидкості обертання 

ротора R  рух k відходить від основного руху і кут повороту  

прямує до ( 2 0), або до +0. 

 в) Випадок, коли 0)( eke .  Графіки зображені на рис. 2, в.  Видно, 

що при 0~R  спільний центр маятників відхилений у важкий бік ротора 

( ~0), або у легкий ( ~ ).  Перший випадок відповідає руху k, а другий - 
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(2
n

k).  Зі збільшенням R  спільний центр мас КВ у двох рухах 

повертається за ходом стрілки годинника.  При подальшому зростанні 

кутової швидкості обертання ротора ( R ) у русі k кут  прямує до 

( +0), а у русі (2
n

k) - до +0, тобто рухи “міняються” місцями.  В цьому 

випадку рухи ділимо по положенню спільного центру мас КВ при 0R . 

 Для остаточної класифікації побічних усталених рухів введемо нову 

нумерацію для )(ke .  Розташуємо )(ke  у порядку спадання, відкинемо 

від’ємні величини, а серед нульових - відкинемо половину рухів, яка 

одержується із залишених, поворотом маятників на 180
0
.  Введемо нову 

нумерацію: 

1221 neee  .                                           (72) 

Зауважимо, що e1=1.  З властивості (54) для )(ke  випливає, що таких 

значень буде 2
n

.  Кожному значенню ej відповідає пара побічних 

усталених рухів, зображених на рис. 2.  У найбільш загальному випадку ці 

рухи будуть різними.  Аналітично рухи визначаються наступними 

рівняннями: 

,)(,)(~

);())((,)(~~

0
*
22

00
*
11

1
eekRRk

eeeekRRk

k

kk
k  

,)(,)(~

);())((,)(~~

0
*
21

00
*
12

2
eekRRk

eeeekRRk

k

kk
k  

2
2/10

2

2/1
1

)~cos(~

R

eeR
v kk

k .                                 (73) 

де 

)(

)()1()1(
arctg2)(~

0

22
0

22222
0

2
0

2/1
k

k

eeHR

eeRHReRe
k , 
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0

2
0

22
0

222
0*

2/1
2

)(4
)(

e

eeHeeHe
kR kk 

.                  (74) 

 У випадку однакових КВ 

nknkek 2,/21 .                                     (75) 

Тому у системи (n+1) істотно відмінних побічних рухів, причому: 

- у випадку парних n – дві сукупності по n/2 рухів, у яких спільний центр 

мас КВ початково відхилений відповідно у важкий чи легкий бік ротора 

і один рух у якому 0ke ; 

- у випадку непарних n – дві сукупності по (n+1)/2 рухів, у яких спільний 

центр мас КВ початково відхилений відповідно у важкий чи легкий бік 

ротора. 

 

 

3. Дослідження стійкості основних рухів у випадку, коли ємності 
АБП вистачає для зрівноваження ротора (e0<1) 

 

3.1. Одержання характеристичного рівняння 

 

 Одержання характеристичного рівняння.  Використовуємо 

диференціальні рівняння руху у вигляді (43).  Вводимо узагальнені 

координати, що характеризують зрівноваження ротора у двох напрямках: 

n

j
jj

n

j
jj eveeu

11
0 sin,cos .                            (76) 

Вводимо комплексні змінні 

n

j

i

j

n

j

i

j
jj eeeivueeeivu

1
0

1
0 , .           (77) 

Тоді 
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n

j

i

jjj

n

j

i

jj
jj eieeei

1

2

1

)(,  , 

n

j

i

jjj

n

j

i

jj
jj eieeei

1

2

1

)(,  ,                (78) 

і останні два рівняння системи (43) приймуть вигляд 

,02)(2 22
1 RiRssiRsHsRsiRsR j   

02)(2 22
2 RiRssiRsHsRsiRsR j

 .      (79) 

Введемо позначення  

n

j

i

jj

n

j

i

jj

n

j
jj

n

j
j

jj eejbeejbejb
n

h

h
1

2

12
1

2

12
1

11
1

,,, ,       (80) 

 де h – середнє тертя,  

 b11 – сталий параметр,  

 b12, 12b  - функції положень КВ.   

 Тоді з перших n рівнянь в (43) можна одержати два таких рівняння 

)],2()2([
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eehhieeheieR
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



 

n

j

i

jjj

n

j

i

jj

n

j

i

jj
jjj eehhieeheieR

11

2

1

)(   

)]2()2([
2

2
11

2
12 sRsiRsbsRsiRsb

Rm  .     (81) 

 У подальшому будемо розглядати випадок рівних сил опору: 

/,1/, njhh j ,                                                (82) 

або випадок їх відсутності 

/,1/,0 njh j .                                               (83) 
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При невеликих відхиленнях системи від сім’ї основних рухів 

/,1/,1,,,,,,, njsss jj  .                           (84) 

Тоді після лініарізації рівняння (79), (81) приймуть вигляд 

,02)(2 22 RiRssiRsHsRsiRs   

02)(2 22 RiRssiRsHsRsiRs  , 

)],2(
~

)2([
2

2
12

2
11 sRsiRsbsRsiRsb

R
h m   

)],2()2(
~

[
2

2
11

2
12 sRsiRsbsRsiRsb

R
h m                  (85) 

 де 

n

j

i

jj

n

j

i

jj
jj eejbeejb

1

~2

12
1

~2

12

~
,

~
                           (86) 

- сталі параметри, обчислені на поточному основному русі із сім’ї, навколо 

якого коливається система.  Слід зауважити, що однієї сім’ї основних рухів 

можуть відповідати різні значення параметрів 1212

~
,

~
bb .  Під час руху 

системи можливий перехід системи з одного основного руху сім’ї на її 

інший рух.  Тому стійкість сім’ї основних рухів треба вивчати для всіх 

можливих значень параметрів 1212

~
,

~
bb . 

 Введемо позначення 

1)()( 2
11 iRHiRa ,  2

13 )( iRa ,  ha 2
33 .     (87) 

Тоді характеристичне рівняння системи (85) визначається визначником 
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де знак комплексного спряження над aij до  не відноситься.  Введемо 

позначення 
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J

lm

J

elm

J

elm

b

bb
d

n

j j

jj

n

j j

i

jj
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jj
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.          (88) 

Параметр 
j

jj

J

lm 22

 можна вважати ефективною масою j-го КВ, бо вона тим 

більша, чим більша його балансувальна ємність у порівнянні з осьовим 

моментом інерції.  Тоді mR
~

 - це половина відношення ефективної маси всіх 

КВ до маси всієї системи.  На практиці 1
~

mR .  Параметр 2d  

характеризує певний основний рух із сім’ї, що відповідає поточному 

дисбалансу.  Якщо 10 0e , то 10 d . 

 З врахуванням введених позначень характеристичне рівняння в 

неявному вигляді прийме такий вигляд 

0
~

)
~

)(
~

( 22
31

2
31

22
313311

2
313311 daaRaRaaaRaaD mmm .                 (89) 

де знак комплексного спряження над ija  до  не відноситься.   

 У явному вигляді характеристичне рівняння (89) має вигляд: 

01
8

8 aaaD  , 

),1(
~

2),1(
~ 24

1
282

0 RRRhadRRa mm  

)1(
~
4)31(

~
2])1[( 2622422222

2 dRRhHRRRhRHRa mm , 
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})1(
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3)]6(
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)1{[(2 224222222

3 HhRHRRhRRRRHRa mm , 
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6)26(

~
2

42)42()1(

24222

22222222
4

dRRhHRRR
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)}(]1)
~
21[()1)(

~
2({2 22

5 HhhHRRHRRha mm , 

)1(
~
4)()1)(

~
1(2 22222

6 dRRHhHhRRa mm , 

)1(
~~

21),
~

1)((2 22
87 dRRaRHha mmm .                                        (90) 

Таким чином стійкість сім’ї основних рухів залежить від п’яті істотно 

відмінних незалежних параметрів: 

0,,;10;5,0
~

0 HhRdRm .                            (91) 

 З наслідків з теореми Вієта випливає, що: 

1) основний рух може бути стійким тільки на зарезонансних швидкостях 

обертання ротора ( 0jaj  якщо 1R ), а на дорезонансних – 

нестійкий ( 01a  якщо 1R ); 

2) при обертанні ротора з критичною швидкістю у полінома (90) можуть 

з’являтися тільки пари уявних комплексно спряжених коренів ( 00a ). 

 Оцінка величин безрозмірних параметрів.  Будемо досліджувати 

стійкість у ряді граничних випадків, важливих з точки зору практики.  Для 

цього зробимо оцінку порядку параметрів (91).  На практиці параметр mR  

набагато менший за 1 і змінюється в межах 0,001 0,05.  Пояснюється це 

наступним.   

 а) У ротора на жорстких опорах навіть невеликий дисбаланс 

викликає значні реакції в опорах, бо відцентрові сили пропорційні 

квадрату кутової швидкості і відстані від центра мас ротора до осі 

обертання практично не змінюється.  Такі ротори – шпинделі 

шліфувальних, фрезерних, токарних  верстатів і т.п. важко розганяти із-за 
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можливого руйнування чи пошкодження опор.  В них параметр mR  

приймає найменші значення. 

 б) В роторах на гнучких опорах – екстракторів, сепараторів, 

центрифуг відцентрових машин, і т.п. ротор важко розігнати, бо він може 

битися об корпус машини.  Особливо важко проходити резонансну 

швидкість ротора.  В таких машинах перед розгоном ротора попередньо у 

роторі перерозподіляється речовина, що обробляється.  Наприклад барабан 

пральної машини обертається за певним алгоритмом до більш 

рівномірного розподілу білизни, а потім ротор розганяється.  Із-за більшої 

гнучкості опор в таких машинах вдається збільшувати балансувальну 

ємність КВ і параметр mR  змінюється в межах - 0,01 0,05. 

 Межі зміни параметра d - 0 1, що залежить від дисбалансу, який 

зрівноважується і конкретного основного руху з сім’ї, яка відповідає 

певному дисбалансу.   

 Не обмежуючи загальності можна вважати швидкість обертання 

ротора R  – додатним параметром.  Для важливих з точки зору практики 

випадків він змінюється в межах від 2 до декількох тисяч.  У роторів на 

жорстких опорах велика резонансна швидкість і ротор працює на 

невеликих зарезонансних швидкостях.  У роторів на гнучких опорах 

резонансна частота складає 1 10 Гц і ротор працює на швидкостях, які 

значно перевищують резонансну.  Так у сепараторах зі змінної швидкістю 

сепарації 100002R . 

 Параметри h, H, що характеризують сили в’язкого опору обернено 

пропорційні резонансній частоті.  Тому в роторах на жорстких опорах ці 

величини значно менші, чим в роторах на гнучких опорах.  Зовнішні сили 

опору (в опорах) важко збільшувати, в той час як внутрішні сили 

збільшуються поміщенням КВ у в’язке мастило.  Тому внутрішні сили 

змінюються у більших межах ніж зовнішні.  Для оцінки меж зміни цих 
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параметрів розглянемо рівняння малих коливань математичного маятника 

на горизонтальної осі: 

02 mgHlml , 

 де m - маса,  

 l - довжина маятника, 

  - кут відхилення маятника від вертикалі, 

 H – коефіцієнт сил в’язкого опору, 

 g – прискорення вільного падіння. 

Після приведення рівняння до безрозмірного вигляду воно приймає вигляд 

02ph  ,   02
0

2

0

,, 
l

g
p

ml

H
h ,                  (92) 

 де 0 – резонансна частота ротора. 

На практиці часто КВ поміщують у в’язке мастило, яке усуває 

коливальний рух маятника на горизонтальному валу.  Умова відсутності 

коливального руху 

nll

g
ph

2

12
2

2
0

,                                          (93) 

 де n – безрозмірна резонансна частота, що дорівнює кількості обертів 

за секунду,  

 l  – безрозмірна довжина маятника, що дорівнює його довжині у 

метрах. 

Для l=0,125 м параметр 1,0l 25, і 2/2 nh .  При зміні n=1 100 параметр 

20002,0h .  Параметр H може бути ще меншим, бо збільшувати 

зовнішні сили опору складніше.  Тому у подальшому будемо вважати, що 

10001,0;100001,0;100001;05,00005,0 HhRRm .      (94) 
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3.2. Деякі граничні випадки і випадок нехтування силами опору 

 

 Рівняння (89) збігається з характеристичним рівнянням, отриманим у 

роботі [10] для двохмаятникового (двохкульового) АБП.  Це дозволяє 

скористатися результатами роботи й одержати наступні достатні умови 

асимптотичної стійкості сімей основних рухів поза залежністю від 

величини дисбалансу: 

- у випадку, коли ефективна маса КВ набагато менша маси ротора, або у 

випадку великого тертя між маятниками і валом )1(h  

1R ;                                                   (95) 

- при обертанні ротора з частотою, набагато вище резонансної )1(R  

mRHh ;                                               (96) 

- при великому зовнішньому терті )1(H  

hRm4 ,   ),( 21 RRR ,                               (97) 

 де 2/12/12
2/1 ))1(1(
1

p
p

R ,   2/1)2(
1

mR
h

p . 

 Помітимо, що умови (95) – (97) повинні виконуватися (не 

виконуватися) з точністю до величин, малих стосовно одиниці.  Тому 

теоретично можливо, що на границі цих умов критична швидкість 

розпадається на непарне число швидкостей, що збігаються в нульовому 

наближенні.  Швидкість обертання 1R  відповідає резонансній частоті – 

частоті власних коливань ротора при відсутності обертання, сил тертя і 

нерухомих маятниках. 

 При відсутності сил опору 0hH  і характеристичне рівняння (89) 

приймає вигляд 

0)()(),
~
,,( 42

02
2

4
3

6
2 RxkxaxaxaxakRRxP m ,            (98) 

 де   
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)1(
~
2 24

0 RRRa m ,  )6(
~
2)1( 2222

0 RRRRa m , )1)(
~

1(2 2
4 RRa m , 

mRa
~
216 ,  2x ,   2cos1 2k . 

 Стійкість руху залежить від трьох незалежних параметрів 

)5,0,0(
~

mR ,   ),0[R ,   )1,0[k .                        (99) 

Критичні швидкості – є функції вигляду ),
~
( kRRR mjj .  Вони 

розділяють на прямої R  області стійкості в першому наближенні і 

нестійкості. Не обмежуючи загальності, вважаємо, що R , jR  - додатні.  

Для стійкості руху в першому наближенні необхідно, щоб корені рівняння 

(98) були від’ємні.  Побудуємо в площині ),( RRm  область стійкості в 

першому наближенні, що не залежить від дисбалансу. 

 При зміні дисбалансу змінюється тільки параметр k .  При цьому 

крива P  займає в площині )(x, P  щонайнижче положення при  0k   і 

найвище – при 1k .  Якщо в цих двох крайніх положеннях поліном P  

буде мати всі від’ємні корені, то і при кожному )1,0(k  у полінома всі 

корені будуть від’ємні.  Помітимо, що дійсні корені полінома P  - 

монотонні функції від параметра k . 

 При 0k  поліном P  приймає вид 

xaxaxaxakRRxP m )(),,,( 02
2

4
3

6
2 .                   (100) 

У нього один нульовий корінь. Для того щоб всі інші корені були від’ємні, 

необхідно і достатньо, щоб виконувалися умови: 

0ja     )6,4,2,0( j ; 

0418274 3
406420

2
6

2
06

3
2

2
4

2
2 aaaaaaaaaaaa .                (101) 

З першої групи умов знаходимо першу критичну швидкість 

1)0,(1 mRR ,                                              (102) 
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яка збігається з резонансною частотою.  Інші швидкості за допомогою 

методу розкладання коренів полінома за степенями малого параметра [17] 

знаходимо у вигляді рядів (корені полінома (101)): 

- для 05,00 mR  

 ...
1024

12397

16

49
1)0,( 2

2 mmm RRRR  

 ...
28

29
)

2
(
3

7
)

2
(21)0,( 3/23/1

3
mmm

m

RRR
RR  

- для 25,005,0 mR  

 ...)
8

155

4

37

2

11
21(

8

1
)0,( 432

23/2 qqqq
q

RR m  , 

2/1)25,0(
2

1
mRq .                                                          (103) 

Таким чином, при 0k   і  25,00 mR  у системи три критичні 

швидкості, а при  5,025,0 mR  - тільки одна.  Розкладання (103) дають 

похибку на інтервалі )25,0,0(  не більш 7%, причому остання швидко 

зменшується при підході mR  до 0 або 0,25. 

 При 1k   )02(cos 0  характеристичне рівняння (98) розпадається 

на два рівняння: 

0)(),( 2
3133111 aRaaRRP mm ,    0)()( 2

313311,2 aRaaRRP mm ,   (104) 

корені яких комплексно спряжені. 

 З умови, що у полінома )2(1P   повинні бути тільки уявні корені, 

визначається перша критична швидкість: 

2

2

1
21

1
)1,(

u

u
RR m  ,    

2/1

2

3

21 u

u
Rm ,                          (105) 

де u – параметр.  Те ж у вигляді розкладання за степенями mR : 
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...
48

1

8

7

2

3
1)1,( 32

1 sssRR m ,   3/1)( mRs .                      (106) 

Як показують безпосередні обчислення, розкладання (106) рівномірно 

придатне для обчислення  1R  на всьому інтервалі зміни mR .  Відносна 

похибка не перевищує 1,08% і досягає максимуму при 5,0mR . 

 З умови, що у поліномів 1P  і 2P  з'являються рівні корені, 

визначаються друга і третя критичні швидкості: 

m

m
m

R

R
RR

41

)21(2
)1,(3/2 ,    )2()1(

mmm RRR ,                   (107) 

де ...,04173,0)1(
mR   25,0)2(

mR .  При зменшенні параметра k  особливі 

точки кривий (107) при )1(0 mm RR  і  5,0)2(
mm RR  зникають.  При 

)2()1(
mmm RRR  крива розщеплюється на дві, які визначають дві критичні 

швидкості. 

 На рис. 3 зображені графіки критичних швидкостей при 0k  і 1k . 

Перша і друга критичні швидкості – монотонно-спадаючі функції 

параметра k , а третя критична швидкість – монотонно-зростаюча функція.  

При 1k  і )1(
mm RR  величини трьох критичних швидкостей збігаються.  

Більш того, криві мають у цій точці спільну дотичну.  У цьому ж випадку 

збігаються величини другої і третьої критичних швидкостей.  Зі 

зменшенням k  крива )1,(3/2 mRR  розщеплюється на дві криві, що 

визначають дві критичні швидкості.  Рух у першому наближенні стійкій 

при обертанні ротора між першою і другою і над третьою критичними 

швидкостями.  З огляду на це і монотонність зміни критичних швидкостей 

від параметра k , визначаємо області  A, B  у площині ),( RRm , усередині 

яких рух у першому наближенні стійкий поза залежністю від величини 
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дисбалансу.  Це область A над кривої )0,(3 mRR  й область B між кривими 

)1,(1 mRR  і )0,(2 mRR . 

 

  

Рис. 3.  Області стійкості сімей основних рухів 

 

3.3. Випадок врахування сил опору 

 

 Нижче одержуються розкладання коренів характеристичного 

рівняння (89) у ряді важливих з точки зору практики випадків.  Серед 

одержаних розкладань обирається таке, що найбільше широко охоплює 

різні випадки.  Розкладання проводяться до появи дійсних частин коренів і 

по ним робляться попередні висновки про стійкість основних рухів. 
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 1. Випадок, коли ефективна маса КВ набагато менше маси ротора. 

Якщо 

1
~

mR ,                                                (108) 

то корені характеристичного рівняння (89) наближено визначаються 

такими розкладаннями, придатними для будь-яких значень d 

mROiR
H

i
H ~

2
1

2

2

21 ,   2143 ,   mROh
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65 , 
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87

~

1

)1()1(1
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m
m RO

RHRh

dRHdRRRR
.       (109) 

 2. Випадок, коли ефективна маса КВ набагато менше маси ротора і 

великі сили внутрішнього опору 

 Якщо  

1
~

mR , mRh
~
/1~ ,                                           (110) 

то корені характеристичного рівняння (89) наближено визначаються 

такими розкладаннями, придатними для будь-яких d 

mROiR
H

i
H ~

2
1

2

2

21 ,   2143 ,   165 Oh , 

3

2222

22222224

87

~

1

)1(11
~

m

m

RO

RHRh

dRHdRRRR

.      (111) 

Видно, що розкладання (111) збігаються з розкладаннями (109), тільки 

змінилася оцінка точності обчислень. 

 3. Випадок великих сил внутрішнього опору. 

 Якщо 

1h ,                                                  (112) 
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то корені характеристичного рівняння (89) наближено визначаються 

такими розкладаннями, придатними для будь-якого d 

h
OiR

H
i

H 1

2
1

2

2

21 ,   2143 , 
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6/5 O
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h
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dRHdRRRRm

.   (113) 

 Оскільки розкладання (109), (111) можуть бути одержані з 

розкладань (113), то останні придатні для трьох випадків: 1
~

mR ; 1h ; 

1
~

mR , mRh
~
/1~ . 

 4. Випадок, коли ефективна маса КВ набагато менше маси ротора і 

малі сили внутрішнього опору. 

 Якщо 

1
~

mR , 2

1
~

~ mRh ,                                            (114) 

то корені характеристичного рівняння (89) наближено визначаються 

такими розкладаннями 
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m
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 5. Випадок, коли ефективна маса КВ набагато менше маси ротора і 

малі сили опору. 

 Якщо 

1
~

mR , mRHh
~

~, ,                                          (116) 

то корені характеристичного рівняння (89) наближено визначаються 

такими розкладаннями 
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З вигляду розкладань (117) одержуємо такі розкладання коренів, придатні 

для будь-яких значень d 
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 6. Випадок, коли ефективна маса КВ набагато менше маси ротора і 

ротор швидко обертається. 

Якщо 

1
~

mR , mRR
~
/1~ ,                                         (119) 

то корені характеристичного рівняння (89) наближено визначаються 

такими розкладаннями 
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З вигляду розкладань (120) одержуємо такі розкладання коренів, придатні 

для будь-яких d 
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 Зробимо аналіз одержаних розкладань коренів.   

 а) Розкладання коренів (115), одержані для випадку, коли ефективна 

маса КВ набагато менше маси ротора і малі сили внутрішнього опору 

( 1
~

mR , 2

1
~

~ mRh ) найбільш загальні.  З них можна отримати розкладання 

всіх інших розглянутих випадків.  Вони найбільш точно характеризують 

закономірність у поведінці коренів при зміні різних параметрів. 

 б) Розкладання придатні для наближеного визначення коренів на 

всьому діапазоні зарезонансних швидкостей, але на деякої відстані від 

резонансної швидкості ( 1R + , >0).   

 в) Відповідно до розкладань основні рухи стійки на зарезонансних 

швидкостях ( 1R ), у тому числі і на швидкостях, що набагато 

перевищують резонансну )1(R .   

 г) Теоретично можливо, що у системи ротор-АБП одна, чи непарна 

кількість критичних швидкостей, які у нульовому наближенні співпадають 

з резонансною частотою.  У разі однієї критичної швидкості основний рух 

стає асимптотично стійким на закритичних швидкостях.  У разі трьох – 

між першою і другою і над третьою, і т.д.   

 Знайдемо наближено критичні швидкості. 
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3.4. Визначення критичних швидкостей при врахуванні сил опору 

 

 Відповідно до розкладань коренів характеристичного рівняння у 

системи ротор-АБП одна, чи непарна кількість критичних швидкостей, які 

у нульовому наближенні співпадають з резонансною частотою ( 1R ).  У 

разі однієї критичної швидкості 1R  основний рух стає асимптотично стій-

ким на закритичних швидкостях ( 1RR ).  У разі трьох 321 ,, RRR  – 

між першою і другою ( 21 RRR ) і над третьою ( 3RR ) критич-

ними швидкостями,  і т.д.  Знайдемо наближено критичні швидкості. 

 Критичні швидкості можна визначати двома способами.  У першому 

- виділяються критичні корені характеристичного рівняння (90) і будують-

ся одночасно розкладання для цих коренів і для критичної швидкості: 

 ppppqqqq RRR 2)2()(2)2()()0( 1, ,        (122) 

 де q, p – раціональні числа, які визначають вид розкладання.  На 

кожному кроці ,...2,1,)( iR ip  підбираються так, щоб відповідні уявні 

корені залишалися уявними.  Вибір дуже дрібних q, p   збільшить 

вірогідність визначення всіх критичних швидкостей, але приведе до зайвих 

обчислень частини нульових коефіцієнтів в розкладаннях (122).  Метод 

має ту перевагу, що дозволяє по розкладанням критичних коренів 

встановлювати як зміниться стійкість основного руху при переході через 

критичну швидкість (набудеться, чи втратиться).   

 У другому способі в характеристичне рівняння (90) підставляється 

замість  шуканий уявний корінь i , де  - дійсне число.  Виділяються 

окремо дійсна і уявна частини характеристичного рівняння: 
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420)Re( xaxaxaxaax , 
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531 xxaxaxaa
x

x
.                      (123) 
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З системи рівнянь (123) визначаються дійсні додатні x і відповідні дійсні 

додатні критичні швидкості.  Розкладання шукаються у вигляді 

 ppppqqqq RRRxxxx 2)2()(2)2()()0( 1, ,          (124) 

 де q, p – раціональні числа, які визначають вид розкладання.  На 

кожному кроці ,...2,1,)( iR ip  підбираються так, щоб відповідні x 

залишалися дійсними від’ємними.  Вибір дуже дрібних q, p збільшить 

вірогідність визначення всіх критичних швидкостей, але приведе до зайвих 

обчислень частини нульових коефіцієнтів в розкладаннях (124).  Метод не 

дозволяє по розкладанням критичних коренів встановлювати як зміниться 

стійкість основного руху при переході через критичну швидкість 

(набудеться, чи втратиться).   

 Розглядаємо випадок, ефективна маса КВ набагато менша маси 

ротора ( 1mR ).  З розкладань (109) випливає, що критичними можуть 

бути тільки два нульових у нульовому наближені кореня.  Першим 

способом знаходимо 
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З розкладання для  випливає, що основний рух стає асимптотично 

стійким на закритичних швидкостях ( 1RR ). 

 Другим способом уточнюємо критичну швидкість 
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)]53(4)1)(127([
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)1(~ 22

24

2
2 hHhddhHH

Hh

d
Rm .           (126) 

З розкладання (126) випливає, що найменше значення критична швидкість 

набуває при d 1, а найбільше - при d 0: 
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RRR m
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)127(
~

2

)2(~
1,1

maxmin
.             (127) 

 Формула (127) придатна і у випадку великих сил внутрішнього 

опору.  З неї видно, що достатні сили опору істотно змінюють властивості 

системи.  Зі зменшенням сил опору одержані результати і формула (127) 

стають непридатними. 

 

Висновки 

 

 В рамках плоскої моделі ротора на ізотропних в’язко – пружних 

опорах, який обертається зі сталою кутовою швидкістю і зрівноважується 

багатокульовим (багатомаятниковим) АБП є ефективним метод 

дослідження стійкості сімей основних рухів відносно узагальнених 

координат, які характеризують дисбаланс системи.  Із застосуванням 

методу вперше встановлено: 

 1) при: відсутності сил опору; однакових силах внутрішнього опору; 

однакових КВ – умови стійкості основних рухів не залежать від кількості 

КВ і збігаються з умовами стійкості у випадку двох КВ; 

 2) у перелічених випадках у системи ротор – АБП до трьох 

критичних швидкостей і основні рухи стійкі між першою і другою, та над 

третьою критичними швидкостями; 

 3) збільшення сил опору принципово змінює властивості системи, 

зменшуючи кількість критичних швидкостей до одної. 
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