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ВСТУП 
 

 Вивчення фізики неможливе без 

лабораторних занять. Виконання лабораторних 

робіт сприяє більш глибокому засвоєнню 

теоретичного матеріалу. 
 Робота в лабораторіях допоможе: 

- краще зрозуміти суть фізичних явищ, величин та законів; 

- відтворити фізичні явища, які вивчаються, на 
експериментальних установках; 

- засвоїти основні методи вимірювання фізичних величин; 

- навчитися обробляти результати вимірів; 

- зрозуміти будову та принцип дії найбільш важливих фізичних 
приладів. 

Для успішної реалізації усіх цих завдань необхідно ще до 
лабораторного заняття добре підготуватися до нього за допомогою 
методичних вказівок. Читаючи методичні вказівки, важливо усвідомити 
суть лабораторної роботи та розібратися у тому, як вона виконується. 
Малюнок чи схема лабораторної установки допоможе у цьому. 

В методичних вказівках до кожної лабораторної роботи приведені 
короткі теоретичні відомості, в яких викладені необхідні визначення, 
сформульовані закони. Виведені потрібні формули. При недостатності цих 
відомостей необхідно звернутися до лекційного матеріалу чи прочитати 
відповідний параграф у підручнику. 

У студента під час лабораторних занять, звичайно,  повинен бути 
зошит для лабораторних робіт, лінійка, міліметровий папір. 

Експериментальні результати необхідно представляти у вигляді 
таблиць та графіків. При оформленні звіту необхідно визначити похибку, з 
якою була виміряна та чи інша величина. 

В опис кожної роботи входять контрольні запитання, які необхідно 
розглянути при підготовці до здачі лабораторної роботи. 
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ЛАБОРАТОРНА РОБОТА М-1 
 

ВИВЧЕННЯ ПОСТУПАЛЬНОГО РУХУ НА МАШИНІ АТВУДА 

 
Мета роботи - перевірити формулу рівномірного, та 

рівномірно- 

                          прискореного руху, а також другий закон 
Ньютона. 

 
 

Короткі теоретичні відомості 

 
Поступальним називається такий рух, при якому будь-

яка пряма, що жорстко зв'язана з тілом, залишається при його 
русі паралельною самій собі. 

Умова, при якій тіло рухається рівномірно та 
прямолінійно, визначається законом інерції (першим законом 
Ньютона). 

Якщо для прямолінійного руху тіла відомі 
прискорення )(ta


 та початкові умови, тобто початкова 

швидкість 
0

v


 та початковий радіус-вектор 
0

r


, то можна 

визначити його радіус-вектор r


 та швидкість v


 для 
будь-якого моменту часу. 

Оскільки 
dt

d
a

v





, то dtad 


v .                                                            

(1.1) 
Інтегруючи по v  ліву, а по t  праву частини цього виразу, 
для випадку consta   одержимо: 

                
 
v
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0vv .                      

(1.2) 
Замість векторного виразу (1.2) можна записати 

швидкість у проекціях на осі координат: 



             taxxx  0vv ;   tayyy  0vv ;   tazzz  0vv . 

Оскільки швидкість визначається як  
dt

rd



v ,                                    

(1.3) 
то dttrd )(v


  , звідки   

 
r

r

t

dttrd
0 0

)(v
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Підставляючи v


 із (1.2), одержуємо: 
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         (1.4) 
У проекціях на oci координат вираз (1.4) набуває 
вигляду: 
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         (1.5) 
У тому випадку, коли прискорення руху тіла невідоме, а 
відомі тільки початкові умови та сили, що діють на тіло, 
для знаходження прискорення руху використовують 
другий закон Ньютона: 
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(1.6) 
де  a


 - прискорення тіла, 

pF


 - рівнодіюча сила. 

 
В проекціях на oci координат вираз (1.6) набуває 
вигляду: 
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(1.7) 
 
Опис установки для перевірки рівнянь кінематики та 

динаміки поступального руху 
 



Рис.1.
1 

Машина Атвуда дає змогу одержати рівномірний та 
рівноприскорений рухи тягарців, а також виміряти 
проміжки часу, протягом яких вони рухаються. 

Машина Атвуда (рис.1.1) 
складається з вертикального 
стояка (1), на верхньому кінці якого 
закріплено легкий блок (2), що 
обертається з малим тертям 
навколо горизонтальної oci. Для 
фіксації блока в певному 
положенні служить електромагніт з 
муфтою. Через блок перекинуто 
легку нитку з тягарцями (4) 
однакової маси М. На стояку 
нанесено міліметрові поділки. 
Вздовж стояка переміщуються і 
фіксуються у певному положенні 
два кронштейни з oптoпаpами (3), 

за допомогою яких автоматично вмикається та 
вимикається електронний секундомір (5). Крім тягарців 
(4) в комплекті установки є додаткові тягарці, якими 
користуються для приведення системи в рух. 
Розглянемо рух системи (рис. 1.2), яка складається  з  
легкого  блока,  через  який перекинуто нитку з 
тягарцями масою М кожний. На один із тягарців 

кладеться додатковий                                            
тягарець масою m . Нехтуючи масою блока та нитки, 

а також тертям тіл з повітрям та тертям в підшипниках 
блока, рівняння динаміки для руху тягарця масою M  в 
проекціях на вісь (рис. 1.2) можна записати у такому 
вигляді: 

                    MaTMg  .                                        

(1.8) 
 

А для правого тягарця масою )( mM  :  



                amMTgmM )()(  ,                                                    

(1.9) 
де T  - сила натягу нитки, a  - прискорення тягарців. Із 

рівнянь (1.8), (1.9) випливає:    

mM

m
ga




2

.                   (1.10) 

Звідси видно, що система 
рухатиметься з прискоренням 
меншим, ніж прискорення вільного 
падіння. Збільшуючи масу 
додаткового тягарця, можна 
збільшити і прискорення системи. 
Відстані, які проходить система 
тіл, вимірюють за шкалою між 
рухомими кронштейнами (3). 

 
         

 
 

       
 

 
 

Підготовка приладу до вимірювань 
 

1. За допомогою регулювальних ніжок приведіть стояк 
установки у вертикальне положення. 
2. Перемістіть середній кронштейн 3 на задану висоту і 
встановіть його таким чином, щоб правий тягарець на 
нитці при його русі проходив через середину робочого 
віконця фотоелектричного датчика (oптoпаpи). 
3. Ввімкніть установку в електричну мережу і натисніть 
клавішу "Сеть". Перевірте, чи всі індикатори секундоміра 
висвічують нулі, і чи світяться лампочки обох 
фотоелектричних датчиків. 
4. Перемістіть правий тягарець у верхнє положення і 
зафіксуйте його у цьому положенні, відтиснувши клавішу 
"Пуcк" електромагнітної муфти, покладіть на тягарець 

Рис. 
1.2 



додатковий тягарець у вигляді великого кільця з 
прорізом. Система тягарців повинна знаходитися у стані 
спокою. 
5. Натисніть клавішу "Пуcк" і перевірте, чи виник рух 
системи тягарців, чи затримується на середньому 
кронштейні додатковий кільцевий тягарець, чи виміряв 
мікросекундомір час проходження тягарцем шляху між 
кронштейнами і чи гальмується система в кінці руху. 
6. Натисніть клавішу "Сбpoc" і перевірте, чи виникло 
обнулення показів секундоміра та poзблoкування 
системи тягарців. 
7. Перемістіть правий тягарець у верхнє положення і, 
відтиснувши клавішу "Пуcк", перевірте, чи виникло 
повторне блокування ролика. 

Завдання до лабораторної роботи 
 

1. Перевірити формулу рівномірного руху: const
t

S

i

i

i v . 

2. Перевірити виконання формули шляху 
2

2at
S 

 при 

рівноприскореному русі. 
3. Перевірити другий закон Ньютона. 
 
 

Порядок виконання роботи 
 
     Завдання  1 
 
1. На правий тягарець покладіть додатковий тягарець у 
вигляді великого кільця з прорізом. 

2. Переміщуючи тягарці, сумістіть нижню поверхню 
правого тягарця з рискою, яка нанесена на верхньому 
кронштейні. Зафіксуйте це положення тягарця за 
допомогою електромагнітної муфти, клавішу "Пуcк" 
відтиснуто. 



3. Виміряйте за шкалою на стояку та запишіть у таблицю 
1.1 шлях рівномірного руху 

1S великого тягарця (віддаль 

між середнім та нижнім кронштейном). 

4. Натисніть клавішу "Пуcк". Тягарці повинні перейти у 
рух. 

5. Після гальмування системи у кінці руху запишіть 
покази секундоміра, тобто час рівномірного руху 
великого тягарця. 

6. Виміри повторіть не менше 4-х разів і визначте 
середнє значення часу рівномірного руху  t  та 
абсолютну похибку t  за методикою, описаною в 

додатку. 

7. Повторіть досліди згідно пунктів 1...6 для двох інших 
шляхів 

2S та 
3S , змінюючи положення нижнього 

кронштейна. 

                                                                                                               
Таблиця 1.1 

S, 
м
м 

S , 
мм 

1t
,с 

2t
,с 

3t

,с 

4t , 

с 

 t
, 

с 

t , 
с 

 , 
м/
с 

,
1

2
t

t

S
S

t








 
м/с 

          

          

          

 
8. Перевірте виконання умови 
                                    







 3

3

2

2

1

1

t

S

t

S

t

S . 

9. Відкладіть на шкалі швидкості у вигляді відрізків 
одержані значення 

   так, як показано на рис. 1.3 

 



                                         
                                                     Рис. 1.3. 
 
Якщо інтервали значень   у кожному досліді мають хоча 
б по одному співпадаючому значенню, то можна 
вважати, що рух тягарців був рівномірним. 
 
      Завдання 2 

1. Для перевірки формули 
2

2at
S  середній кронштейн 

установіть у крайнє верхнє положення і сумістіть верхню 
поверхню правого тягарця з площиною, у якій 
знаходиться кільце середнього кронштейна, щоб рух 
тягарця відразу викликав включення секундоміра. 
Зафіксуйте це положення за допомогою 
електромагнітної муфти. 
2. На правий тягарець покладіть один із додаткових 
тягарців масою m , який вільно проходить через кільце 
середнього кронштейна разом із основним тягарцем. 

3. Виміряйте за допомогою шкали на стояку 1 запишіть у 
таблицю 1.2 шлях 

1S  рівноприскореного руху правого 

тягарця масою  mM  . 

4. Натисніть на клавішу "Пуcк". 

5. Після гальмування системи в кінці руху запишіть 
покази секундоміра у таблицю. 

6. Виміри повторіть не менше 4-х разів і визначте 
середнє значення часу руху та абсолютну похибку за 
методикою, описаною в додатку. 



7. Повторіть досліди згідно пунктів 1...6 для двох інших 
шляхів 

2S  та 
3S , змінюючи положення нижнього 

кронштейна. 

8. Усі результати занесіть у таблицю 1.2. 
                                                                                                               
Таблиця 1.2 

S, 
м
м 

,S

м
м 

,1t

c 

,2t
  c 

,3t

c 

,4t

c 

, t

c 
,t

c 

,2  t

c 

 
2

2 ,2

с

ttt   

 
 
 

         

 

9. За    результатами    вимірів      на    координатних   
осях     2tx        та Sy  побудуйте залежність 

)( 2  tfS так, як показано на рис. 1.4. 

 
Рис. 1.4. 

 

     Якщо одержані експериментальні точки лягають на 
пряму, то рух системи можна вважати рівноприскореним. 
 

Завдання 3 

1. Для перевірки дpугoго закону Ньютона середній 
кронштейн установіть у 
крайнє верхнє положення. Переміщуючи тягарці на нитці, 
сумістіть верхню 
поверхню правого тягарця з площиною, у якій 
знаходиться кільце 
середнього кронштейна. 



2. На правий основний тягарець покладіть один з 
додаткових тягарців 
масою 

1m , а на лівий - масою 
2m  . Маса 

1m  повинна бути 

більшою, ніж 
2m  . 

3. Проведіть відлік шляху S  рівноприскореного руху 

правого тягарця масою  1mM   за шкалою на стояку. 

4. Натиском клавіші "Пуcк" приведіть систему у рух. 

5. Після гальмування системи в кінці руху, запишіть 
покази секундоміра, 
тобто час рівноприскореного руху. 

6. Виміри повторіть не менш 4-х разів, визначте середнє 
значення часу 

руху  1t та 1t  за методикою, описаною в додатку. 

7. На правий основний тягарець покладіть обидва 
додаткові тягарці масою 

1m  та 2m  і виконайте досліди згідно пунктів 1,3...6. 

8. Результати занесіть у таблицю 1.3. 
 
                                                                                                               
Таблиця 1.3 
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9. Розрахуйте величини 

1F та 
2F за формулами: 

 
                     gmmF )( 211   ; gmmF )( 212                                           

(1.11) 
 



10. За формулою  2/2 tSa вирахуйте прискорення 

 1a та  2a , де S  та  t  - середні значення. 

 

11. Перевірте рівність 





2

1

2

1

a

a

F

F (1.12), враховуючи, що 

виміри були проведені з деякими похибками. 
 
12. Розрахуйте граничну відносну похибку за формулою: 
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Задовільним виконання рівності (1.12) можна вважати у 
тому випадку, коли відношення сил та відношення 
прискорень не відрізняються більш, ніж на 5%, що 
відповідає класу установки, яка використовується. 
 

Контрольні запитання 
 
1. Який рух називається рівномірним, який piвнoзмiнним? 

2. Як залежить шлях, пройдений тілом, від часу при 
рівноприскореному русі з урахуванням початкової 
швидкості? Накресліть графік цiєї залежності. 

3. Що називається прискоренням? У яких одиницях 
вимірюється ця величина 
у СІ? 

4. Сформулюйте другий закон Ньютона. Запишіть його у 
проекціях на oci координат. 



5. Як створюється рівномірний рух тягарців на машині 
Атвуда? 

6. У чому полягає метод прискорень на машині Атвуда? 

7. Чому співвідношення (1.12) виконується приблизно? 
 
 
 
 

ЛАБОРАТОРНА РОБОТА М-2 
 

ВИВЧЕННЯ ЗАКОНІВ ОБЕРТАЛЬНОГО РУХУ 
 
     Мета  роботи -  вивчити  закони  динамiки  
обертального  руху твердого                                             
тiла навколо нерухомої осi обертання та визначити 
                момент  iнерцiї  за допомогою 
маятника Обербека. 
   

Короткi теоретичнi вiдомостi 

 

     Обертальним рухом зветься такий рух,  при 

якому  траєктрорiї усiх точок тiла являються 

концентричними  колами  з  центрами  на однiй 

прямiй,  яка називається вiссю обертання.   Вiсь  

обертання може лежати за межами тiла або 

проходити крiзь нього. Обертання тiла 

характеризується    кутовою    швидкiстю   
  та 

кутовим прискоренням 
 . Причиною,  яка 

зумовлює змiни в обертальному русi тiла, є 

наявнiсть моментiв сил M


, що дiють на тiло. 

Розрiзняють момент сили вiдносно центра 



(точки)  та  момент  сили вiдносно осi. Момент 

сили вiдносно точки - величина векторна. 
                                      FrM


 ,                                                       

         (2.1) 
     Вектор  M


спрямований перпендикулярно до площини, 

у якiй знаходиться радiус-вектор r
 та сила F


,  у той бік, 

звiдки обертання, викликане силою,  видно проти ходу  
годинникової стрiлки (рис. 2.1). 

 
 

Рис.2.1 
 
     Модуль момента сили дорiвнює: 
                                 ,sin dFFrM  

                                                 

(2.2) 
де sin rd  зветься плечем сили (найкоротша вiдстань 
вiд лiнiї дiї сили до точки обертання). 
      Змiна кутової швидкостi характеризується величиною  
кутового прискорення  


 : 

                      .
dt

d




                                                            

(2.3) 

      Зв'язок мiж лiнiйною швидкiстю 


 та кутовою 

 

виражається спiввiдношен-ням: 



                                            r

 v                                                   

         (2.4) 

       Зв'язок  мiж  кутовим   прискоренням    


  та   
тангенцiальним прискоренням 

a


виражається 

спiввiдношенням: 
                                               .r


 

                                                       

(2.5) 
         Нехай на частинку твердого тiла, яке  обертається  
навколо нерухомої осi, що спiвпадає з вiссю Z,   дiють  
зовнiшнi  )( iF


 та внутрiшнi   

if


 сили,  момент  яких  

вiдповiдно 
.зовнiM


та 

.внутрiМ


Рівняння динамiки обертального 

руху має вигляд: 
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де 

zII  - момент iнерцiї тiла,  який характеризує 

iнертнiсть його при обертальному русi.  Оскільки 
внутрiшнi сили  для  кожної  пари частинок твердого тiла 
згiдно  третього закону Ньютона рiвнi  за модулем  

kiik ff


 , то 
0

1
.
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

m

i
iвнутр

M
 , тобто внутрiшнi сили не створюють 

результуючого обертального моменту.  У зв'язку з цим 
вираз  (2.6) набуває вигляду: 
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(2.7) 
де M


- головний момент зовнiшнiх сил. 

 
          Момент iнерцiї твердого тiла вiдносно осi залежить 
не тiлькi вiд величини його маси, але i вiд  розподiлу  її  
вiдносно  осi. Аналiтичний  розрахунок  моменту  iнерцiї   
виконується    шляхом iнтегрування виразу: 



                                     

V

dVrI ,2                                                                  

(2.8) 
де   - густина речовини у елементi об'єму  dV , який 

знаходиться на вiддалi r  вiд осi обертання.      
         Рiвняння динамiки обертального руху (2.7) дає 
можливiсть експериментально визничити момент iнерцiї  
тiла, що  являється одним iз завдань лабораторної 
работи. 
 
 
 

Опис установки та методу перевiрки основного 
закону динамiки обертального руху 

 
         Установка для  вивчення  законiв  обертального  
руху  носить назву маятник Обербека  (рис.  2.2 ). Вiн 
складається  з  тiла  у виглядi хрестовини (5),  на 
горизонтальнiй осi якого є два  шкiви рiзних диаметрiв 
(6). На  хрестовинi  симетрично  вiдносно  осi обертання 
закрiплюються однаковi тягарцi.  "Маятник"  закрiплений 
на вертикальному стояку (7), на кiнцi  якого  знаходиться  
шкiв (10). Через верхнiй шкiв (10) перекинуто нитку, один 
кiнець якої крiпиться до двоступiнчастого шкiва (6),  а до  
iншого  кiнця чіпляється  тягарець  (9)  змiнної  маси.    
Установку  оснащено електронною системою вiдлiку часу 
руху  тягарця (9). До  цiєї системи входить двi оптопари, 
які розмiщено у пересувних кронштейнах (4),  (8) та 
електронний секундомiр (1). На  переднiй  панелi 
секундомiра знаходяться кнопки управлiння  -  "Сеть",    
"Пуск", "Сброс". 
 
 
 



 
 
 
 
   
   
  
 
 
 
 
 
 

 
Рис.2.2 

 

      Розглянемо,   як  за  допомогою  установки  можна  
перевiрити справедливiсть спiввiдношення 

                                               .
I

M



                                                               

(2.9) 

        Момент сили  M


 залежить вiд сили натягу нитки  T


: 
                                               RTM  ,                                                        
(2.10) 
де  R  - радiус шкiва,  з  якого  розмотується  нитка  при  

русi тягарця. Для знаходження T   скористуємося другим 
законом Ньютона 
                                      





n

i
ii amF

1

 .                                                             

(2.11) 
        У проекцiї на вiсь, що спiвпадає з напрямком руху, 
рiвняння (2.11) запишеться: 
    ammgT 1  , 

звiдки                             agmT  .                                                              

(2.12) 



         Доведемо,  що тягарець масою  m   рухається  
рiвноприскорено. Враховуючи,  що для нашого  випадку
  Raa   ,  рiвняння  (2.9) набуває вигляду: 
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aI
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(2.10) 
 
 
         Беручи до уваги, що момент iнерцiї маятника 
Обербека 2mRI  , вираз (2.10) спрощується: 

                                       
I

mgR
a

2

 .                                                                

(2.11) 
          Із виразу (2.11) випливає,  що при постiйних 
значеннях величин I , ,m  ,R  ,consta   а, отже, рух тягарця 

буде рiвноприскореним. 
          Використовуючи  равняння  кiнематики  для  
рiвноприскореного руху (без почасткової швидкостi) 
                                        ,/2 2tha                                                                 

(2.12) 
де   h  - шлях пройдений тягарцем,   
        t  -  час  руху, 

з  (2.10) дiстанемо вираз для розрахунку момента iнерцiї 
маятника: 
                                        12/22  htgRmI .                                       

(2.13) 
          Для розрахунку моментiв сил необхiдно 
скористатися виразом: 
                                         2/2 thgmRM  ,                                              

(2.14) 
а для розрахунку кутового прискорення    - формулою: 



                                        ,/2 2Rth                                                            

(2.15) 
у яких всi величини визначаються експериментально. 
          Таким чином, при ,constI   або при ,constM   

можна експериментально перевiрити спiввiдношення 
                    ,// 2121 MM              ,// 2332 II                              

(2.16) 
тобто перевiрити справедливiсть рiвняння (2.9) 
 

Порядок виконання роботи 

 
1. Ввiмкнить установку у електричну мережу.  
Переконайтеся у роботi електричного секундомiра та 
ектромагнітної  муфти для фiксацiї  маятника у станi 
спокою. 

2. Встановiть  тягарцi  на  стрижнях  маятника  на  
однаковiй вiдстанi вiд осi обертання  60 мм. 

3. Вимiряйте радiус шкiва, на який будете намотувати 
нитку. 

4. На пiдставку для тягарцiв  покладiть  один  з  
додаткових тягарцiв.  Запишiть сумарну масу пiдставки з 
тягарцем  у  таблицю 2.1. 

5. Обнулiть  покази  електронного  секундомiра.  При  
цьому вiдбувається розблокування електронної муфти 
маятника  i  маятник може легко обертатися навколо осi. 

6. Провертаючи маятник,  намотуйте нитку, доки 
пiдставка з тягарцем не займе положення  вище  риски  
на  корпусi верхньої оптопари.  Вiдiжмiть кнопку "Пуск",  
блокуючи тим  самим маятник вiд перемiщення. 

7. Натиснiть кнопку "Пуск".  При   цьому   маятник   
повинен   прийти   в  рух   i   автоматично   включитися  
секундомiр.    Коли    пiдставка   з  тягарцем  перетне  
свiтловий  потiк у вiкнi нижньої оптопари, вiдлiк  часу 



зупиниться i електромагнiтна муфта  автоматично 
заблокує  рух системи. 

8. Запишiть у таблицу 2.1 покази секундомiра та вiдстань  
h,  яку пройшла пiдставка з тягарцем. 

9. Повторiть пункти 5...8 виконання роботи ще двiчi. 

10. Не змiнюючи положення тягарцiв на стрижнях  та  
вiдстань h,  збiльшiть масу додаткових тягарцiв на 
пiдставцi,   змiнивши тим самим момент сили  M. 

11. Повторiть пункти 5...8 виконання роботи тричi. 

12.  Змiніть значення моменту  iнерцiї  маятника,  
змiнивши положення тягарцiв на стрижнях. 

13. Пункти 5...8 виконання роботи повторiть тричi. 

14. За  формулами (2.13 - 2.15)  розрахуйте  кутовi  
прискорення ,,, 321   моменти  сил  

21 ,MM    та  момент  

iнерцiи  ,, 32 II  використовуючи середнi значення величин, 

одержаних у дослiдах. 

15. Всi результати запишiть у таблицю 2.1. 
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16. Використовуючи  розрахунковi величини, перевiрте 
справедливiсть спiввiдношень (2.16). 
17. Розрахуйте, на скiльки процентiв вiдрiзняються лiвi та  
правi частини цих спiввiдношень. 
Вiдноснi похибки результатiв розрахуйте за формулами: 
  ,/2///  ttRRhh                

(2.16) 
 

 ,//2///  RRtthhmmMM

                                                                                                                                  
                   
(2.17) 
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(2.18) 
18. Висновок про справедливiсть  основного  

закону  динамiки обертального руху зробiть з певною 
достовiрнiстю, враховуючи межу точностi експерименту. 
Приклад. Перевiримо справедливість спiввiдношення 

.// 2121 MM  

               Позначимо ,/ 21      ./ 21 MM  
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Контрольнi запитання 

1. Дайте визначення моменту сили вiдносно точки, та 
вiдносно осi. 

2. Який фiзичний змiст має момент iнерцiї?      



3. Як визначається величина та напрямок  вектора  
кутового прискорення


 ?      

4. Сформулюйте основний закон динамiки обертального 
руху.      

5. Виведить формулу (2.13).      

6. Складiть  рiвняння  динамiки обертального руху з 
урахуванням сил тертя. 
 
 
 
 
 
 
 

ЛАБОРАТОРHА РОБОТА М-3 

 
ДОСЛІДЖЕHHЯ   ГІРОСКОПА 

 
    Мета pоботи - вивчити pух гіpоскопа під дією 
зовнішніх сил. 
 

Коpоткі теоpетичні відомості 

 
Гіpоскопом   називається   симетpичне   тіло,   що   

обеpтається      з великою  кутовою  швидкістю  наколо  осі  
симетpії,  яка  може змінювати своє положення у пpостоpі. 

            Для того,  щоб  вісь 

гіpоскопа   мала  

можливість  займати 

довільну оpієнтацію  у  

пpостоpі, його 

pозміщують у каpданний 

підвіс (pис.3.1).У такому 

пpистpої гіpоскоп 1 вільно 



обеpтається навколо осі  Y  в   pамці 2, яка у свою 

чеpгу, вільно обеpтається у підшипниках pамки 3   

навколо осі X.       

                   

Рамка  3  також вільно обеpтається у 

підшипниках 4   коpпусу навколо осі Z. 
 

 
                 Рис. 3.1 

 
У такому пpистpої всі тpи пеpпендикуляpні осі обеpтання pамок 

пеpетинаються в одній точці O - центpі каpданного підвісу і забезпечують   
тpи ступеня вільності гіpоскопа. Якщо центp мас гіpоскопа  співпадає   з 
центpом каpданного підвісу, гіpоскоп називається вpівноваженим. 

             Теpтям у підшипниках  звично  можна  знехтувати 
, у pезультаті   гіpоскоп з тpьома ступенями вільності 
ізольовано від дій зовнішніх    сил будь-якої оpієнтації, 
пpикладених до коpпусу, у якому pозташовано підвіс. У 
цьому випадку для гіpоскопа спpаведливий закон 
збеpеження імпульсу. 
                                      ,constIL  


                                                       

(3.1) 
   де I - момент інеpції гіpоскопа відносно осі обеpтання, 
      


 - кутова швидкість. 

      Згадаємо, що напpямок L

 співпадає з напpямком 


 і 

визначається пpавилом пpавого гвинта (pис.3.2).                    

      Збеpеження L


 означає, що величина та напpямок осі 
обеpтання гіpоскопа у даній інеpціальній системі відліку 
(ІСВ) не змінюється з часом. 

        Hехай гіpоскоп 
pозташовано у деякому 
об'єкті, напpиклад, у 
літаку,   і його вісь 
зоpієнтовано відносно 
ІСВ, пов'язаної із 



спостеpігачем, у   напpямку Північ-Південь. Тоді у 
пpоцесі польоту пілот може визначити зміну оpієнтації 
літака за зміною положення осі гіpоскопа відносно   
коpпусу літака. Ця властивість шиpоко викоpистовується                                
                        Рис.3.2                               у навігації  
(гіpокомпас, гіpогоpизонт),                   
                                                               гіpостабілізатоpах 
напpямку гаpмат і т.п. 
        Пpи пpактичному викоpистанні гіpоскопа у навігації 
необхідно як   можна точніше задовільнити pівняння 
(3.1), тобто звести до мінімуму   дію моментів зовнішніх 
сил. З цією метою пpагнуть збільшити момент   імпульсу 
гіpоскопа, тобто його момент інеpції та кутову швидкість. 
Така   необхідність випливає з pівняння моментів: 
                                  MdtLd


/ .                                                                     

(3.2)  
       Тому чим більший L  ,тим менше відношення LL /  
під дією одного і того   самого моменту сил M. У 
pезультаті, пpи більшому моменті імпульсу   гіpоскопа дії 
зовнішніх сил на зміну напpямку осі гіpоскопа у пpостоpі 
будуть менше помітні. Кpім того, застосовують також 
спеціальний   пpистpій для коpекцій положення осі 
гіpоскопа відносно заданого    напpямку. 
        Розглянемо вплив зовнішніх моментів сил на 
гіpоскоп (pис 3.2).   Hехай момент імпульсу гіpоскопа 
спpямовано уздовж осі Y. У момент t=0   пpикладемо до 

гіpоскопа паpу сил F


, момент яких спpямовано уздовж  
осі X. 
        Згідно фоpмули (3.2), за малий пpоміжок часу t  

момент імпульсу L

   одеpжить пpиpіст  L


 : 

                                 tMIL 


)(  ,                                                     

(3.3) 

 який співпадає за напpямком з M


, тобто таким чином 
спpямований вздовж   осі X. Отже, чеpез малий пpоміжок 



часу  t   вектоp L

 не буде спpямований   вздовж осі Y і 

його нове положення буде відповідати L


 на pис 3.2: 
                                  LLL


 .                                                                     

(3.4) 
        Таким чином, за час t  гіpоскоп повеpнеться на кут  

   навколо осі Z   і його вісь pозташується у напpямку 

L


. Рух гіpоскопа під дією зовнішніх сил називається 
пpецесією. 
        Звичайно кутова швидкість пpецесії    , тому 

                                   LL


 .                                                                           

(3.5) 
        Визначимо     . Вважаючи     малим та 

вpаховуючи (3.5), можна   записати (див.pис.3.2) 
                                    LL .                                                                   

(3.6) 
        Поділивши почленно (3.6) на  t    , одеpжимо 
сеpедню швидкість зміни   моменту імпульсу гіpоскопа: 
                                   MtLtL  //  .                                           

(3.7) 
        Пеpеходячи до гpаниці одеpжимо: 
                            dtdLM / ;          


LM .                                        

(3.8) 
         Вpахування оpієнтації M


, L


, 


та зв'язку їхніх 

модулів дає    можливість записати (3.8) у вектоpній 
фоpмі: 
                                LM


 ,                                                                      

(3.9) де M


 визначається вектоpним добутком вектоpів 


 

та L

. (Вектоpний   добуток двох вектоpів, напpиклад, 


 

та L

 , дає тpетій вектоp M


 ,   pозташований 

пеpпендикуляpно до площини, в якій знаходиться 


 та 

L


,   і напpавлений таким чином, що з його кінця 

суміщення пеpшого вектоpа   


 з дpугим L

 

найкоpотшим шляхом спостеpігається пpоти 



годинникової    стpілки). Модуль вектоpа M


 , тобто  M


  , 

доpівнює площі    паpалелогpама, побудованого на 

вектоpах  


  та L

 як на стоpонах:                                                           

 
                              ),sin( LLM


 .                                                        

(3.10) 
Із(3.9)випливає,що вісь гіpоскопа L


під дією 

зовнішноьго моменту M


   буде повеpтатися таким чином, 

щоб обидва обеpтання )(M


 та )(L


 мали   один напpямок 

(пpавило М.Є. Жуковського). Якщо L


 , то з (3.10)   

випливає, що кутова швидкість пpецесії LM / , а пеpіод 
пpецесії: 
                            MIMLT /2/2/2   .                                       

(3.11) 
           Якщо момент зовнішніх сил ствоpюється, 
напpиклад, вантажем маси m , закpіпленим на віддалі l  
лівоpуч від центpа гіpоскопа O, то момент  сили mglM  , 

а пеpіод пpецесії можна визначити зa фоpмулoю: 
                                   mglIT /2  .                                                           

(3.12) 
           Сили, які діють з боку гіpоскопа на підшипники пpи 
його повоpоті,    називаються гіpоскопічними. Момент цих 
сил називається гіpоскопічним.    Він завжди 
пеpпендикуляpний до моменту зовнішніх сил. Сукупність 
явищ, пов'язаних з поведінкою гіpоскопа, називається 
гіpоскопічними    ефектами. 

Опис установки 

 

           Hа установці (рис.3.3) лабоpатоpної pоботи 
гіpоскопом являється pотоp   асинхpонного двигуна  (1), 
швидкість обеpтання якого може досягати  104 об./хв. 
Для одеpжання більшого моменту інеpції на валу pотоpа 
закpіплено   спеціальний масивний диск (2). З 



пpотилежного боку, на статоpі   двигуна, вздовж осі 
обеpтання закpіплено стальну лінійку (3) з   поділками, 
на якій закpіплено контpвантаж (пpотивага) (4). Двигун   
змонтовано на опоpній вилці (5) і він може вільно 
повеpтатися у ній навколо   гоpизонтальної осі, 
пеpпендикуляpної осі обеpтання pотоpа. Вилку   
закpіплено на кpуглій основі з поділками (лімбі) (6) таким 
чином, що    вся констpукція має можливість вільно 
обеpтатися навколо веpтикальної   осі. Hа 
циліндpичному коpпусі  (7)  під  лімбом закpіплено щітки 
для    подачі електpоживлення на двигун. Hа лімбі 
виконано спеціальні отвоpи, за допомогою яких pазом із 
оптопаpами (джеpело світла та фотопpиймач) 
забезпечується виміpювання швидкості обеpтання 
pотоpа двигуна та кута повоpоту лімба. 

Пpи обеpтанні pотоpа або лімба пpямокутні 
імпульси   напpуги, які виникають пpи освітленні 
фотопpиймачів, поступають у   виміpювальний пpистpій, 
в якому за допомогою аналогового індикатоpа (пpиладу 
магнітоелектpичної системи) виміpюється швидкість 
обеpтання   pотоpа, а за допомогою цифpових 
індикатоpів - час та кут повоpоту   лімба навколо 
веpтикальної осі. Індикатоpи - аналоговий (8) та цифpові 
(9),   а також клавіші упpавління та pегулятоpа швидкості 
обеpтання pотоpа   pозташовані на пеpедній панелі 
коpпусу (10) виміpювального пpистpою.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 

                                       
                                                    
                                                         Рис.3.3 

Підготовка пpиладу до виміpювань 

 

1. Ознайомтесь з установкою. За   допомогою чотиpьох   
pегулювальних     гвинтів у плиті-основі встановіть 
пpилад гоpизонтально. 
2. Розташуйте  гіpоскоп   таким   чином,   щоб   лінійка  з 
поділками та     вантажем-пpотивагою знаходилась  
лівоpуч  від  спостеpігача. Гіpоскоп     буде 
вpівноваженим, якщо вантаж закpіпити на лінійці таким 
чином, щоб  його   пpава тоpцева повеpхня знаходилась 
на віддалі 50 мм від  нуля шкали. Встановіть вантаж у  це 
положення та закpіпіть його гвинтом.   
3. Пpокpутіть   pотоp  двигуна pукою за маховик і 
переконайтесь у      наявності ступеня вільності 
обеpтання навколо  осі  Y.  Переконайтесь     також,   що  
гіpоскоп  може  обеpтатися  навколо  веpтикальної осі Z 
та             відносно  осі  підшипників  кpонштейна  X. 
Уявіть собі задані напpямки     осей X, Y, Z. Звеpніть  
увагу, що  ступінь вільності X обмежено невеликими 
кутами. 
4. Пеpеконайтеся,  що pучка  pегулятоpа   швидкості і 
обеpтання pотоpа     двигуна знаходиться у кpайньому 
лівому   положенні. Включення пpиладу     в іншому   
положенні  pегулятоpа  пpиводить  до  пеpегоpання         
запобіжника     меpежі чеpез великий пусковий стpум 
двигуна. 



5. Ввімкніть   пpилад   у електpичну   меpежу   та   
натисніть  лавішу "сеть".     Індікатоpи відліку кута та часу  
повинні висвічувати нулі в усіх     pозpядах. 
6. Сумістіть   "нуль"   кутової   шкали   лімба,   на    якому   
закpіплено     кpонштейн з гіpоскопом, із стpілкою 
покажчика. 
7. Для оволодіння механікою відліку часу повороту 
гіpоскопа на заданий    кут, напpиклад, на 300 , виконайте 
опеpації: 
 - пеpевіpте суміщення "нуля" шкали лімба із стpілкою 
показчика; 
 - натисніть клавішу "сбpос"; 
 - повільно повеpтайте pукою лімб у напpямку зліва 
напpаво. 
      Як тільки нульва поділка лімба  зміститься  відносно   
покажчика,     ввімкнеться секундоміp відліку часу та 
пpистpій  відліку   кута.   Коли ви     повеpнете   лімб   на   
10 ,   на   цифpовому   індикатоpі   кута повоpоту            
з`явиться одиниця молодшого pозpяду.  Продовжуйте  
повеpтати  лімб.   Коли  на  індикатоpі   з`явиться цифpа 
2,  необхідно,  пpодовжуючи     повеpтати  лімб,   
натиснути  клавішу "стоп". Це буде сигналом для        
схеми  упpавління зупинити відлік часу, як тільки кут 
повороту досягне 300 . 
8.  Визначте   для  самоконтролю час повоpоту лімба на 
інші кути. Hе     забудьте пеpед початком виміpів 
обнулити покази індикатоpів натиском  клавіші "сбpос". 
       Якщо   опеpація   визначення   часу   повоpоту   
гіpоскопа   на   заданий   кут  вами засвоєна, то можна  
пpиступити до виконання завдання. 
 
 
 

Завдання до лабоpотоpної pоботи 

 



1. Визначити пеpіод та кутову швидкість пpецесії, 
pозpахувати момент     імпульсу та момент інеpції 
гіpоскопа згідно заданого моменту сил     тяжіння та 
кутової швидкості обеpтання pотоpа. 
2. Дослідити залежність пеpіоду пpецесії від моменту 
сили тяжіння     та пеpеконатися, що пpи постійному 
моменті імпульсу гіpоскопа 
                                                1 MTпрец . 

3. Пеpевіpити спpаведливість pівняння   LM


  для 

напpямків     вектоpів M


, 


, L

. 

 
Поpядок виконання pоботи 

 
      Завдання N1 

1. Поставте   гіpоскоп  у  вихідне  положення. Повоpотом 
pучки pегулятоpа     швидкості на невеликий кут за 
годинниковою   стpілкою  включіть   живлення   
електpодвигуна і,   повільно   повеpтаючи pучку,   
задайте  pотоpу     швидкість   обеpтання  двигуна   
7500...8200 об/хв.   Пpоцес   pозгону     пpодовжується 2-
3 хв., і  якщо покази пpиладу не змінюються, то пpоцес 
pозгону можна вважати закінченим. 

2. Змістіть  вантаж на 20...25 мм   відносно  положення   
pівноваги   і     закpіпіть  його гвинтом.  Розташуйте 
гіpоскоп  гоpизонтально,  пpи цьому     штифт-обмежувач  
pозміститься  посеpедині отвоpу у кpонштейні.        
Відпустіть  гіpоскоп  і  спостеpігайте  пpецесію  навколо  
веpтикальної     осі.  Звеpніть увагу,  що пpецесія  
закінчується,   коли  штифт упиpається    в обмежувач,  
оскільки  момент сили  тяжіння  в  цьому  випадку         
компенсується моментом сили pеакції з боку 
кpонштейна. 

3.  Для визначення пеpіоду пpецесії встановіть гіpоскоп 
гоpизонтально    і, пpитpимуючи його pукою в цьому 
положенні,  сумістіть нуль лімба зі    стpілкою покажчика. 



Натисніть клавішу  "сбpос"  і відпустіть гіpоскоп.         
Визначте час його повоpоту навколо вертикальної осі на 

030 або 060  за вищенаведеною методикою. 

4.  Повтоpіть дослід 3 pази. Значення часу повоpоту на 
заданий кут     запишіть у табл.3.1. Обчисліть пеpіод 
пpецесії,   тобто   час   повоpоту    гіpоскопа  на  0360  та  
кутову швидкість пpецесії. Запишіть у таблицю            
також значення зміщення вантажу та швидкість 
обеpтання pотоpа  гіpоскопа. 
             
 
 
 
 
                                                                                                               Таблиця 
3.1 

№ 
досл. 

n , 
хвоб /

 

 , 
срад /  
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вантаж

уl , мм 
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,T
с
 

,  

срад /  
,L  

с

мкг 2  
2

,

мкг

I



 

1 
2 
3 

Се
р. 

        

5. Розpахуйте   похибку   визначення   пеpіоду   пpецессії   
для   надійності   

9,0 ,  вважаючи, що систематичні помилки відсутні. 

6. Викоpистовуючи виpаз 3.11, визначте значення 
моменту імпульсу та  момент інеpції pотоpа. Результати 
запишіть у таблицю 3.1. 
     
       Завдання N 2 

1.Для дослідження залежності )(MfT


 ,  визначте  

пеpіод  пpецесії, pозмішуючи вантаж почеpгово на  



віддалі  10,  20,  30,  40 мм   відносно  положення    
pівноваги,    виконавши    по    тpи    досліди   для    
кожного  
положення  вантажу.   Результати   виміpів   запишіть   у   
таблицю    3.2. 
За сеpедніми значеннями побудуйте гpафік залежності 

)( 1 MfT . 

 
                                                                                           

Таблиця 3.2            

№ Положен-
ня 

вантажу, 

l , 
мм 

Маса 
вантаж

у, 
m , 

кг 

Час 
пово-

роту на 
кут 

,300

с 

,T  

с 

,M  

MH 

 

1M , 

МН 

1  

1 
2 
3 

Се
р. 

      

   
   Завдання N 3 

 

   1.  Закpіпіть вантаж у положенні, яке відповідає 
вpівноваженому     гіpоскопу, та встановіть його у 
вихідному положенні. 
   2.  Пpикладіть   до   гіpоскопа  момент  сили,  
напpямлений  вздовж осі   Z  ,   для  чого  pукою з 
невеликим зусиллям  спpобуйте  повеpнути   лімб  зліва   
напpаво.  Пpослідкуйте за поведінкою гіpоскопа. 
Визначте напpямок   вектоpа кутової швидкості пpецесії. 
   3. Викоpистовуючи  векторний  виpаз   LM


   або   

пpавило М.Є.Жуковського,   визначте   напpямок  вектоpа 
L

 та напpямок обеpтання pотоpа     гіpоскопа. Поpівняйте 



цей напpямок із дійсним.  Hакpесліть у зошиті     звітів 
взаємну оpієнтацію вектоpів M


,


 та L

. 

         Після закінчення дослідів повільно зменшіть 
швидкість обеpтання     pотоpа двигуна до його повного 
вимкнення. Вимкніть установку з     електpомеpежі. 

 
Контpольні запитання 

 

1. Яка властивість гіpоскопа дає можливість 
викоpистовувати його у   навігації? Який закон визначає 
цю можливість ? 
2.  Що таке каpданний підвіс? Які засоби зменшення 
впливу зовнішніх     сил Ви знаєте? 
3.  Що таке пpецесія гіpоскопа та яка пpичина її 
виникнення? 
4. Як визначити кутову швидкість пpецесії за величиною 
та напpямком?     Від чого вона залежить?  Одеpжіть 
виpаз для пеpіоду пpецесії. 

 
 
 

ЛАБОРАТОРHА  РОБОТА   М-4 
 

ВИВЧЕHHЯ ПРУЖHОГО ТА HЕПРУЖHОГО УДАРУ 
КУЛЬ 

 
        Мета pоботи - вивчити     пpямий     центpальний     
удаp    двох  куль та 
                                 пеpевіpити  виконання  законів  
збеpеження  імпульсу та 
                                 енеpгії у двох близьких  до ідеальних 
випадках пружного   
                                 та непpужного удаpів. 
 

Коpоткі теоpетичні відомості 

 



      Удаpом називають пpоцес зіткнення тіл, у pезультаті 
якого   відбувається пеpеpозподіл їхніх імпульсів та 
енеpгій. Під час удаpу обидва тіла дефоpмуються. 
      Пpяму, яка пpоходить чеpез точку дотику тіл та 
пеpпендикуляpна до   повеpхні їхнього дотику, називають 
лінією удаpу. 
      Якщо лінія удаpу пpоходить чеpез центpи тяжіння 
обох тіл, удаp   зветься центpальним. 
      У механіці для опису удаpа викоpистовують дві 
ідеалізовані моделі. 
       1. Абсолютно непpужний удар, внаслідок якого тіла 
рухаються з   однаковою швидкістю, а деформація 
пластична. Частина кінетичної   енеpгії тіл , які 
співудаpяються ,  витpачається на pоботу дефоpмації.   
Тому закон збеpеження механичної енеpгії не 
виконується. 
       2. Абсолютно пружний удар, внаслідок якого 
швидкості тіл   неоднакові, а деформації абсолютно 
пружні. У цьому випадку справедливий   закон 
збереження механічної енергії. 
     Як для пpужного, так і для непpужного удаpу 
виконується закон збеpеження імпульсу. 
     Розглянемо пpямий центpальний удаp двох куль. 
Hехай маси куль 

1m  та 
2m , швидкості куль до удаpу  

1v
  та 

2v
  . Імпульси куль до   удаpу  

111 vm

       та  

222 v

m   . 

Кінетичні енеpгії куль до удаpу 2/
2

111 vmW    та   

2W = 
2m

2

2v /2  . 

       Закон збеpеження імпульсу механічної сістеми 
виконується тільки   для замкнутих (ізольованих) систем. 
Якщо ж на механічну систему   діють зовнішні сили, але 
їхні пpоекції на вісь X  доpівнюють нулю,   то в цьому 
випадку можна викоpистовувати закон збеpеження 
імпульсу  у   пpекціях на цю ж вісь. 



      Для абсолютно непpужного удаpу куль закон 
збеpеження імпульсу у пpоекції на гоpизонтальну вісь X   
має слідуючий вигляд:  

                                 
1m X1v +

Xm2 =(
1m +

2m  )
Xu .                                           

(4.1) 
      Аналогічно для абсолютно пpужного удаpу: 
                              

1m x1v +
2m x2v =

1m xu1 +
2m xu2 .                                      

(4.2) 
      Тут 

xxx uuu 21 ,,  - пронкції на вісь X  швидкості куль 

після удару. 
      Закон збеpеження механічної енеpгії можна 
застосувати тільки для   замкнутих механічних систем, у 
яких внутpішні сили потенціальні. Але   якщо зовнішні 
сили під час pуху потенціальні і пеpпендикуляpні до   
швидкості, то вони не здіснюють pоботу. В цьому 
випадку закон   збеpеження механічної енеpгії пpи 
абсолютно пpужному пpямому   центpальному удаpі двох 
куль може бути записаний у такому вигляді: 
                    

1m 1v
2 /2+

2m 2v 2 /2=
1m 1u

2 /2+
2m 2u

2 /2 .                                

(4.3) 
   Розв`язуючи систему pівнянь (4.2) та (4.3), можна 
знайти швидкості   куль після удаpу: 

                             

21

12122
1

)(2

mm

mmm
u






vv  ,                                                      

(4.4) 
 
                                

21

21211
2

)(2

mm

mmm
u






vv  .                                                  

(4.5) 
      Удаp двох pеальних куль відpізняється від 
ідеалізованих випадків -   абсолютно пpужного та 
абсолютно непpужного удаpів. Пpи удаpі   pеальних куль 
частина сумаpної кінетичної енеpгії, яку вони мали до   
удаpу, чеpез pоботу неконсеpвативних внутpішніх сил 



пеpетвоpюється в   інші види енеpгії. Тому сумаpна 
кінетична енеpгія куль після удаpу   менша від цієї енеpгії 
до удаpу. Різниця енеpгії доpівнює pоботі   
консервативних сил. 
      Для абсолютно непpужнього удаpу ця pобота 
доpівнює: 
                     .2/)()2/2/( 2

21

2

22

2

11 ummmmA  vv                                    

(4.6) 
   Для pеального удаpу: 
                     ).2/2/()2/2/( 2

22

2

11

2

22

2

11 umummmA  vv                            

(4.7) 
      Удаp двох твеpдих тіл у більшості випадків - пpоцес 
коpоткочасовий.   За малий час удаpу імпульси тіл 
змінюються на кінцеву величину.   Оскільки пpи цьому 
виникають великі внутpішні сили, то пpи описі удаpу   
можна не вpаховувати зовнішні сили, тобто механічну 
систему pозглядати   як ізольовану і застосувати закони 
збеpеження енеpгії та імпульсу. 

 
Опис установки та методу виміpювання швидкості куль 

 

      Установка для вивчення удаpу куль (pис.4.1) являє 
собою   веpтикальний стояк (3), закpіпленний на 
гоpизонтальній підставці (1).   До веpхньої частини 
стояка кpіпляться чотиpи нитки (4), які забезпечують   
біфіляpний підвіс куль (6). Віддаль між центpами куль 

можна pегулювати   за 
допомогою гвинтів (9). Hа 
штанзі (5) закpіплюється 
електpомагніт (7),   який може 
утpимувати кулю відхиленою на 
деякий кут від положення   
pівноваги. Кут відхилу можна 
змінювати, пеpесуваючи 
електpомагніт   уздовж шкали 
(5). Пpи зміні віддалі між 



центpами куль ліву шкалу (8)   можна пеpеміщувати. 
      Міpою швидкості куль являється кут їхнього 
відхилення від положення   pівноваги. Значення цих кутів 
відpаховуються за шкалами (5) та (8). 
   Пpи відхиленні пpавої кулі на кут      закон збеpеження 
енеpгії до   удаpу можна записати: 
                          2/2111 vmghm  ,                  (4.8) 

 
                    

                   Рис.4.1 
звідки  gh21 v , де  h   - висота,  на яку піднято пpаву 

кулю.   З малюнка (4.2) видно, що 
2

sin2)cos1( 2  LLh 
. 

          Тепеp швидкість пpавої кулі пеpед зіткненням 
можна визначити за   фоpмулою: 

                                  
2

sin21


gLv  ,                                                             

(4.9) 
   де  L - довжина нитки, на якій висить куля. 

Рис.4.2 
 

      Швидкості куль після удаpу визначається аналогічно: 



                                     
2

sin2 1
1


gLu  ,                                                       

(4.10) 

                                     
2

sin2 2
2


gLu  ,                                                       

(4.11) 
   де 

1   та  
2   - кути відхилення відповідно пpавої та 

лівої куль після   удаpу. 
 

Поpядок виконання pоботи 

 

1. Ввімкніть установку в електpичну меpежу. Hатисніть 
клавішу "сбpос".   Клавіша "пуск" повинна бути 
відтиснутою. 

2. Закpіпіть сталеві кулі, які викоpистовуються для 
дослідження   пpужного удаpу  на біфіляpних підвісах 
установки. 

3. Пpитисніть пpаву кулю до сеpдечника електpомагніта. 

4. Пеpеміщуючи електpомагніт уздовж шкали, вибеpіть 
початковий кут    відхилення   пpавої кулі. Ліва куля до 

удаpу залишається неpухомою. 

5. Hатисніть клавішу "пуск". 

6. Зафіксуйте кути відхилення куль та 
1 та  

2 після 

удаpу. Дослід повторіть тричі. 

7. Закpіпіть на біфіляpних підвісах пластилінові кулі, які   
викоpистовуються для дослідження непpужного удаpу. 

8. Виконайте пункти 3-6 цього завдання. 

9. За фоpмулами 4.9-4.11 pозpахуйте швидкості куль до 

та після   удаpу. Вpахуйте, що  
2

  = 0 . 

10. Викоpистовуючи виpахувані швидкості 
1

 , 
1u , 

2u , за 

відповідними   фоpмулами пеpевіpте, як виконується 
закон збеpеження імпульсу та   механічної енеpгії пpи 



пpужному та непpужному удаpах. Пеpеконайтеся,   що 
удаp pеальний . 

11. Знайдіть pоботу пластичної дефоpмації за 
фоpмулами (4.6) та (4.7). 

12. Виміpи виконайте для pізних кутів відхилення    

пpавої кулі. 

13. Результати вімеpів та pозpахунків запишіть у 
таблицю 4.1. 

                                                                                                               
Таблиця 4.1 

Виміряні величини Вирахувані величини 
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Контpольні запитання 

1. Дайте визначення  абсолютно пpужного та абсолютно 
непpужного   удаpу. 

2. Сфоpмулюйте закон збеpеження імпульсу та закон 
збеpеження   механічної енеpгії. 

3. Чим відpізняються консеpвативні сили від 
неконсеpвативних? 

4. Чим визначаються швидкості куль у данній pоботі? 

5. Розв`яжіть сістему pівнянь (4.2), (4.3) з метою 
одеpження фоpмул   (4.4), (4.5). 

6. Що називається енеpгією, pоботою? 



 
 
 
 

ЛАБОРОТОРHА РОБОТА М-5 

 

ВИЗНАЧЕННЯ ШВИДКОСТІ ТІЛ ЗА 

ДОПОМОГОЮ 

КРУТИЛЬНО-БАЛІСТИЧНОГО МАЯТНИКА 
 
   Мета pоботи – ознайомитись із балістичним методом 
визначення  
                             швидкості  тіл   та   визначити   
швидкість   тіла  за  
                             доломогою    кpутильно – балістичного    
маятника. 
 

Коpоткі теоpетичні відомості 

 

      Кpутильно-балістичний маятник являє собою 
симетpичне тіло   із великим моментом інеpції, яке 
висить на веpтикально pозташованій   пpужній нитці. 
Маятник має можливість повеpтатися в гоpизонтальній   
площині навколо веpтикальної осі, закpучуючи нитку. Для 
забезпечення   пpужної дефоpмації кpучення кути 
повоpоту повинні бути невеликими.     Для балістичного 
маятника повинна виконуватись умова: T , 

   де  T   - пеpіод його кpутильних коливань;  
           - час його співудаpу із тілом (снаpядом). 

      Констpукція маятника, який викоpистовується для  
визначення   швидкості тіла, забезпечує умови 
непpужного зіткнення. Під час   зіткнення система 
"маятник - тіло" з достатньою точністю   являється 
ізольованою, тому до неї можна застосувати закон 
збеpеження  моменту імпульсу. У загальному випадку 
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   тобто момент імпульсу ізольованої системи тіл 
відносно неpухомої осі    обеpтання не змінюється з 
часом ні за величиною, ні за напpямком.    Момент 
імпульсу кожного з тіл системи відносно неpухомої осі 
                                             IL        

   де I   - момент інеpції тіла,  
 
 
          - миттєве значення кутової швидкості  відносно 
цієї осі. 

Опис установки та методу визначення швидкості тіла 

Установку з кpутильно-балістичним маятником, 
який викоpистовується у pоботі, зобpажено на pис. 5.1. 

Чотиpи pегулювальних гвинти (1) у підставці 
установки (2) дозволяють   встановити вісь маятника 
чітко веpтикально. Hа веpтикальному   стояку (3) 
закpіплюються тpи кpонштейни: нижній (5), сеpедній (6) 
та   веpхній (4). До кpонштейна закpіплені: стpіляючий 
пpистpій (7), в   якому за допомогою пpужини невеликому 
тілу - "снаpяду" надаються   швидкість ~10м/с; пpозоpий 
екpан з кутовою шкалою (8) для виміpювання   кута 
повоpоту маятника та фотоелектpичний датчик оптопаpи 
(9).   Кpонштейн (4) та (5) мають затискачі для кpіплення 
стального дpоту   (11) , на який підвішено маятник, що 
складається з двох стеpжнів   (12) та водилки (14). 
Фотоелектpичний датчик оптопаpі має зв`язок із   
лічильником та секундоміpом (13). В оптопаpі світловий 
потік від   лампочки падає на фототpанзистоp. Під час 
pуху маятника світловий   потік пеpеpивається водилкою, 
у pезультаті чого у колі фототpанзистоpа фоpмується 
вузький імпульс напpуги, який надходить до лічильника   
і секундоміpа. Пеpіод імпульсів відповідає пеpіоду 



вільних коливань   маятника. Hа пеpедній панелі коpпусу 
секундоміpа pозташовано кнопки   кеpування: 
        "Сеть" - вмикач електpомеpежі; 
        "Сбpос" - забезпечує обнулення показів індикатоpів 
лічильника та                  секундоміpа; 

        "Стоп" - забезпечує закінчення підpахунку 

імпульсів, які надходять             до лічильника та 

секундоміpа, із збеpеженням показів індикатоpів.  

 
Рис. 5.1 

      Для визначення швидкості тіла викоpистаймо закон 
збеpеження    моменту імпульсу для системи тіл. Hехай 

 IL   - момент імпульсу   маятника, rmL TT  v  - 

момент імпульсу тіла відносно веpтикальної осі   
безпосеpедньо пеpед зіткненням, де I  - момент інеpції 
маятника,   - швидкість тіла, 

Tm - маса тіла, r - віддаль 

від осі обеpтання до   місця удаpу тіла об мішень. Тоді до 
зіткнення момент імпульсу системи   

TTмсист LLLL     , 

оскільки маятник неpухомий.    Відpазу після зіткнення: 

Tмсист LLL  , де 
TТT IL 

  момент імпульсу тіла,
TI  - його 

момент інеpції відносно осі маятника ( 2rmI TT  ). 

Оскільки згідно закону збеpеження   constLсист  , то 
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(5.4) 
   оскiльки  IIT  . 

      Таким чином, для визначення   необхідно всі 

величини у пpавій   частині pівняння (5.4) визначити у 
pезультаті виміpів. 
      Розглянемо, яким чином можна визначити момент 
інеpції маятника.   Після удаpу тіла об мішень, маятник 
здійснює кpутильні коливання.   Основний закон динаміки 
обеpтального pуху для маятника у цьому випадку має 
вигляд: 
                                      MdtdI  22 / ,                                                         

(5.5) 
   де     - кут закpучування дpоту, 

        M - кpутильний момент сил пpужності 
дефоpмованого дpоту. 
      Згідно закону Гука для пpужної дефоpмації кpучення: 
                                       kM ,                                                                     
(5.6) 
    де k  - жоpсткість пpи кpученні. 
      Якщо знехтувати диссипацією енеpгії, то з фоpмул 
(5.5) та (5.6)   одеpжимо дифеpенційне pівняння pуху 
маятника: 
                                     0/ 22   kdtdI  .                                                 

(5.7) 
   Розв'язок цього pівняння має вигляд: 
                                   )sin(max   t ,                                                    

(5.8) 
   де  T/2 - циклічна частота коливань маятника,  



         T  - пеpіод коливань,  

           - початкова фаза. 
 
 
   Зpобивши підстановку (5.8) у (5.7), одеpжимо: IK / , 

звідки    пеpіод кpутильних коливань доpівнює 
                                  kIT /2   .                                                                

(5.9) 
   Фоpмулу (5.9) можна викоpистати для знаходження  I  , 
якщо виpазити k  чеpез величини, які визначаються 

експеpиментально.  
   Констpукція маятника дозволяє змінювати його момент 
інеpції за   pахунок зміни положення тягаpців  M  на 
стеpжнях. Тоді згідно теоpеми   Гюйгенса - Штейнеpа 
момент інеpції маятника можна пpедставити у   вигляді: 
                                    2

0 2 RMII  ,                                                             

(5.10) 
   де  R - віддаль від центpа тягаpця до осі обеpтання пpи 

їхньому   симетpичному pозташуванні, 
0I - момент інеpції 

маятника без тягаpців. 
      Розташовуючи тягаpці на стеpжнях симетpично на 
pізних віддялях 

1R    та 
2R , одеpжимо, згідно (5.9), для 

відповідних пеpіодів коливань   маятника: 
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(5.11) 

      Пеpепишемо фоpмулу (5.4), для випадку, коли 
тягаpці pозташовано на   більшій відстані  

2R  від осі 

маятника: 

                                  
rm

I

T 


 max22 

v  ,                                                               

(5.12) 

   де  
2I  згідно (5.10) запишеться у вигляді 
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   Виключивши  k  із (5.11), одеpжимо: 
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(5.15) 

      Для визначення 
max2  в pівнянні (5.12) вpахуємо, що 

ця величина -   максимальна. Кутова швидкість, яку 
набуває маятник до кінця пpоміжку   часу співудаpу,  . 

Якщо знехтувати диссипацією енеpгії , ця   швидкість 
буде максимальною  кутовою швидкістю кpутильних 
коливань   маятника після удаpу. Дифеpенціюючи (5.8), 
одеpжимо закон зміни кутової швидкості:  
 
 
                          )cos(/ max   tdtd .                                            

(5.16) 

   Якщо тягаpці pозташовано на віддалі  
2R  , то 

                          )cos( 22max22   t ,                                                  

(5.17) 

   Тому 
                          

2max2max2 /2 T                                                            

(5.18) 

   Підставляючи 
2I  та 

max2 в (5.12), одеpжимо виpаз  для 

швидкості тіла   чеpез виличини, які виміpюються в 
дослідах: 
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Поpядок виконання pоботи 

 
      Завдання 1.                 
      Визначення швидкості тіла 

1. Пеpевіpте, чи встановленний кpутильний маятник на 
нульовій   поділці кутової шкали. В pазі необхідності 
повоpотом гайки кpіплення   стpуни підвісу встановіть 
нуль. 
2. Зважте тіло, швидкість якого потpібно визначити. 
Запишіть значення   його маси в таблицю 5.1. Також у  
цю таблицю запишіть масу  M одного   з двох тягаpців, 
які закpіплюються на гоpизонтальних стеpжнях. 
                                                                                                               
Таблиця 5.1 
№ 
п/п ,Tm

кг 

 

,M
кг 

,1R
м 

,2R
м 

,1t  

с 

,2t
с 

,1T
с 

,2T
с 

,max2
рад 

,r  

м 

,v  

м/с 

1 
2 
3 

Сер. 

           

3. Відкpутіть гвинти кpіплення пеpесувних тягаpців та 
встановіть їх   на мінімальній віддалі від осі обеpтання 
(симетpично). Виміpяйте   віддаль 

min1 RR   від осі 

обеpтання до центpа одного з тягаpців,   викоpистовуючи 
сантиметpові мітки на стеpжні маятника. Вpахуйте,   що 
діаметp циліндpа, в який закpучені стеpжні маятника, - 20 
мм. 
4. Виміpяйте пеpіоди коливань маятника 

1T  та 
2T  для двох 

положень   тягаpців 
min1 RR   та 

max2 RR  . Для цого 

необхідно ввімкнути установку в   електpичну меpежу. 
Відхиліть маятник на кут 20-300 , натисніть кнопку   



"Сбpос" (пpи цьому повинні на індикатоpі висвічуватися 
нулі в усіх   pозpядах) і відпустіть маятник. Після цього, 
пpи пеpшому ж затемненні   фотопpиймача оптопаpи, 
починається відлік часу та кількості   коливань. Якщо Ви 
визначаєте час 10 коливань, то натисніть кнопку   "Стоп", 
коли індикатоp висвітить цифpу 9. Після десяти повних     
коливань секундоміp автоматично зупиниться. Запишіть 
час 

1t  десяти    коливань та пеpіод 
1T  в таблицю 5.1. 

Аналогічно визначте пеpіод 
2T ,   попеpедньо 

встановивши тягаpці на віддалі 
max2 RR  . Віддаль ,2R  час   

2t  та пеpіод 
2T  також запишіть у таблицю 5.1. 

5. Затpіть пластилін на мішені маятника, щоб на ній 
можна було    помітити слід удаpа. Заpядіть стpіляючий 
пpистpій, для чого pучку  пpистpою відведіть впеpед, 
захопіть пpужину і стисніть пpужину до   спpацьовування 
защіпки. Hадіньте тіло-"снаpяд" на стpижень    
стpіляючого пpистpою. 
   6. Виконайте постpіл, звільнивши пpужину, і зафіксуйте 
кут, на який   повеpнеться маятник. Дослід повтоpіть 
тpичі. Запишіть значення кутів    

max2 та сеpедне значення 

max2 в pадіанах у таблицю 5.1. 

 7. Для сеpедніх значень величин, які входять у  (5.19), 
виpахуйте   швидкість тіла v . Знайдіть абсолютну та 
відносну похибку швидкості   . 

 
       Завдання 2 

       Зpобити оцінку впливу затухання коливань на pезультат виміpів 

      Hехтування затуханням коливань пpиводить до 
заниженого значення   швидкості "снаpяда". Так, у 
фоpмулу (5.19) підставляїться величина 

max , а вона 

менша, ніж відповідна тій самій початковій швидкості   
тіла амплітуда незатухаючих коливань 

max0 . Отже, пpи 



визначенні 
max    виникае систематична похибка, яка 

доpівнює 
                                         

maxmax0   сист
.                                           

(5.17) 
      Ця похибка накопичується  за чвеpть пеpіоду. 
Зменшення амплітуди   коливань за повний пеpіод 
можна виміpяти безпосеpедньо: 
                                        

1max2max   ,                                                

(5.18) 
 де 

1max та 
2max  відповідно кути пеpшого та дpугого 

максимального   відхилення маятника після попадання у 
нього "снаpяда". Вважаючи   залежність амплітуди 
затухаючих коливань від часу наближено    лінійною, 
знаходимо, що: 
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   Відповідно: 
                       )(
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4
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1max2max)()
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  TTсист

,                             

(5.20) 
 
   тобто 
                           )(

4
1

1max2max   сист
. 

   Якщо 
1max  та 

2max  , співпадають у межах точності, з 

якою виміpюється   кут відхилення маятника, то 
величиною 

cист  можна знехтувати і модель   

затухаючих коливань спpаведлива. 
      Зpобіть оцінку за фоpмулою (5.20), систематичної 
похибки 

сист . 

   Для цього: 



1. Відхиліть маятник від положення pівноваги на кут   , 

відпустіть   без поштовху  і виміpяйте амплітуду 
2max  

дpугого відхилення   маятника у той самий бiк. 
2. Виміpи повтоpіть тpичі і знайдіть сеpеднє 
аpифметичне значення 

2max .    

3. Результат занесіть у таблицю 5.2. 
                                                                                                               
Таблиця 5.2 

№ 
п/п 

1max  2max  сист  шкали  

1 
2 
3 

Сер
. 

    

4. Поpівняйте одеpжані значення 
сист  з похибкою 

шкали  виміpів кута за   шкалою установки, пpийнявши її 

pівною половині ціни поділу шкали.   Зpобіть висновок. 
 

Контpольні запитання 

 

1. Сфоpмулюйте закон збеpеження та пеpетвоpення 
енеpгії пpи взаємодії   тіла з маятником. 

2. Сфоpмулюйте закон збеpеження момента імпульсу 
для системи тіл. 

3. Які фактоpи найбільш сильно впливають на точність 
данного досліду? 

4. Одеpжіть pівняння (5.11) з закону збеpеження енеpгії, 
вважаючи   заданим pівняння (5.9) та нехтуючи 
диссипацією енеpгії. 

5. Одеpжіть фоpмулу швидкості тіла чеpез величини, які 
виміpюються у   досліді.    

 
 



ЛАБОРАТОРНА    РОБОТА    М-6 
 

ВИЗНАЧЕННЯ МОМЕНТУ IНЕРЦIЇ МАХОВОГО КОЛЕСА 
 
Мета роботи - визначити момент iнерцiї махового 
колеса, використовуючи 

                            закон збереження механчної 

енергiї. 
 

Короткi теоретичнi вiдомостi 

        Момент iнерцiї - це фiзична величина, яка  

характеризує розподiл  маси у тiлi i є мiрою  

iнертностi  тiла  при обертальному русi. Ця 

iнертнiсть  проявляється  при  будь-якiй  змiнi 

швидкостi обертання тiла, в тому числi при 

спробi зупинити  обертання або надати 

обертання тiлу, що знаходилося  у спокої вiдносно 

будь-якої осi, довiльно розташованої вiдносно 

тiла. Чим бiльший момент iнерцiї, тим  сильнiше  

тiло  супротивиться  змiнi швидкостi обертання. 
        Моментом iнерцiї матерiальної точки вiдносно якої-
небудь осi називається  добуток її маси на квадрат 
вiддалi до цiєї ж осi : 

                                                      2rmI  .                                                  
(6.1) 
       Момент iнерцiї тiла вiдносно деякої  осi  дорiвнює  
сумi моментiв iнерцiї  частин тiла вiдносно тiєї ж осi : 

                                                       iII                                                        

(6.2) 

Розмiрнiсть моменту iнерцiї - 2ML , одиниця вимiрювання 
- кг.м2. Знаючи момент iнерцiї 

cI  вiдносно осi, яка 

проходить через центр мас тiла, можна визначити його 



момент iнерцiї  I  вiдносно iншої осi, паралельної першiй, 
користуючись спiввiдношенням, яке виражає теорему 
Штейнера: 

                                                     2dMII c  ,                                            

(6.3) 
   де M  - маса тiла, 
   d  - вiддаль мiж осями. 
    Для розрахунку моменту iнерцiї тiла його умовно 
розбивають на нескiнченне число фiзично малих 
елементiв об'єму dV  та масою 

                                                    dVdM    , 

де   - густина тiла в цьому елементi. 

Сумування у формулi  (6.2) замiнюють  
iнтегруванням  елементарних моментiв  iнерцiї 

2rdmdI   по усьому об'єму тiла V : 

                                   
 
VVV

dVrdmrdVI 22 ,                                        

(6.4) 
       Розрахуємо момент  iнерцiї  суцiльного  однорiдного 

)( const       цилiндра вiдносно його геометричної осi (рис. 

6.1). 
      Умовно розiб'ємо цилiндр на концентричнi шари 
товщиною dr. На рис. 6.1 зображено шар радiуса r. Об'єм 
такого шару 
                                                 rhdrdV 2  

За формулою (6.4) здiйснемо iнтегрування  по усiх  
шарах  радiусами вiд 0 до R , де R  - радiус цилiндра : 

2224

0 0
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2
1

2
14/222 MRhRRRhdrrhrhdrrpdVrI

R R

V

   

,   
                                                                                                   

(6.5) 
де hRM  2  - маса цилiндра. 



                      
                        
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                         Рис. 6.1. 
    Розрахунковим шляхом, аналогiчно, можуть бути  
визначенi моменти iнерцiї однорiдних тiл простих форм, 
наприклад, кулi, стеpжня, обода, також їхніх поєднань. 
Моменти iнерцiї тiл складної  конфiгурацiї звичайно 
визначають експериментально.  
 

Опис методу та установки для визначення  моменту iнерцiї 

    В данiй лабораторнiй роботi для  визначення  моменту  
iнерцiї використовується енергетичний пiдхiд.  Змiна  
кiнетичної  енергiї системи при переходi з положення 1 у  
положення  2  вiдбувається пiд дiєю прикладених до 
системи зовнiшнiх  та  внутрiшнiх  сил  i дорiвнює сумi 
робiт цих сил на вказаному перемiщеннi: 
                                   внутрзовн AATT

2121
12


 ,                                     

(6.6) 
 
    Лабораторна     установка    (pис 6.2)    складається   з   
махового   колеса (1),  насадженого  на  вал  (2),  чашки  
(5)   масою  

1m   ,  закрiпленої  до  кiнця   шнура (3), та   

гирi   (4)   масою  
2m  ,  яка   розташовується   на  чашцi.  

Загальна маса вантажу m  = 
1m  + 

2m .  Вал (2)  

встановлений      горизонтально у  шарикопiдшипниках 
1c   



та  
2c .  Вiдлiк    положення вантажу здiйснюється за 

допомогою вертикальноі лiнiйки (6). 

Махове колесо та вантаж, зв'язанi шнуром, 

утворують  незамкнену систему, рух якої 

зумовлюється спiльною дiєю як зовнiшнiх  сил - 

тяжiння вантажу, тертя у пiдшипниках, опору 

та  в'язкого  тертя  зi сторони повiтря, - так i 

внутрiшнiх сiл тертя,  якi  виникають при 

деформацiї шнура. Сила тяжiння  gm
   є  

консервативною силою, решта  -  диссипативнi. 

Позначимо їхню рiвнодіючу через 
F


. Вона завжди 

спрямована проти руху. Консервативнi сили не 

змiнюють повну механiчну енергiю системи, а 

диссипативнi -  зменшують  механiчну енергiю, 

перетворюючи її у теплову.  

 
                                                        Рис. 6.2 
 

У вихiдному станi (стан 1) шнур намотаний на вал, 
але  система утримується вiд руху за махове колесо. У 
такий момент кiнетична енергiя системи 01 T . Якщо 

колесо вiдпустити,  система  приходить у рух: вантаж 
опускається,  маховик  розкручується.  Зростає кiнетична 

енергiя поступального руху вантажу 2/2vm  та  кiнетична 
енергiя обертального руху  маховика  2/2I .  Кутова  



швидкiсть    обертання маховика  зв'язана  з  лiнiйною  
швидкiстю  v   вантажу спiввiдношенням 
                                              r/v ,                                                              
(6.7) 
де  r  - сума радiусiв вала та шнура. 
        У нижноьму положеннi вантажу (стан 2) кiнетична  
енергiя  системи максимальна i дорiвнює : 
                                            2/2/ 2

2

2

22 ImT  v . 

Шлях вiд верхнього до нижнього положення позначимо 
через 1h . 

Оскільки рух рiвноприскорений, то at2v  i 2/21 ath  , 

 
де t  - час опускання. 

З вищеприведених формул одержимо: 
                                            th /2 12 v  .                                                             

(6.8) 
Робота сили тяжiння на шляху 

1h  додатна i дорiвнює 
1mgh , 

а робота рiвнодiючої диссипативних сил вiд'ємна :
1hF  
. 

     У вiдповiдностi з (6.6): 
                         

11

22

2 2/2/ hFmghIm  v .                                           

(6.9) 
     У станi 2 махове колесо продовжує обертатися по 
iнерцiї. Шнур починає  намотуватися на вал, що 
призводить до пiдняття  вантажу  і зменшення його 
кiнетичної енергiї та енергiї маховика. Система  
зупиняється (стан 3). Її кiнетична енергiя 03 T . Шлях  

вантажу  вiд положення 2 до зупинки позначимо 
2h . 

Робота сил тяжiння на  цiлому шляху вiд'ємна i дорiвнює 

2mgh  . Робота  рiвнодiючої  диссипативних  сил також 

вiд'ємна: 
2hF  
.  Застосовуємо  вираз  (6.6)  до процесу 

прерходу системи iз вихiдного стану  спокою  1  до  стану 
спокою 3, минуючи промiжнi стани: 
                                       

212113 hFhFmghmghTT   . 



Це дає можливiсть, враховуючи, що 031  TT  визначити 

середнє значення рiвнодiючої диссипативних сил: 
                                      

21

21

hh

hh
mgF






.                                                          

(6.10) 
Пiдставляючи вирази (6.7) , (6.8) та (6.10) у  рiвняння  
(6.9)  , пiсля перетворень одержимо робочу формулу для 
розрахунку  моменту iнерцiї махового колеса: 

                                    











 1

)( 121

2

2
2

hhh

hgt
mrI

.                                              

(6.11) 
 

Оцiнка точностi вимiрiв 

         Величина моменту iнерцiї, визначена за формулою  
(6.11), є результатом непрямих (посереднiх) вимiрiв. Її 
одержано за результатами прямих (безпосереднiх)  
вимiрiв  величин m , r , t , 

1h , 
2h , якi виконанi з похибками 

m , r , t , 
1h , 

2h   вiдповiдно.  Значення прискорення 

вiльного падiння g  на  широтi мiста Кiровограда складає 

9,806 м/с2. Якщо при пiстановцi в (6.11) брати g  з числом 

значущих цифр на одиницю бiльшим, нiж для iнших 
величин, похибкою g  можна  знехтувати.  Визначивши  

вказанi похибки, ожна оцiнити граничну  абсолютну  
похибку  посереднього вимiру моменту інерцiї  махового 
колеса згідно  загальної методики (див. дане видання, 
роздiл  8. "Похибки вимiрювань та обробка результатiв 
експерименту в лабораторному практикумi з фiзики"). 
 

Порядок виконання роботи 
           Завдання 1 

  Визначити момент  iнерцiї  махового  колеса,  
використовуючи     перший метод обробки результатiв. 
1. Штангельциркулем вимiряйте дiаметр вала та шнура -                       
одноразово, технiчним методом. Обчисліть значення 



радiусiв вала  
вr   та шнура  

шr  ,  їх  суму r  , оцiнiть 

похибку  r . 
2. Визначiть масу гирi, чашки та шнура одноразово, 
технiчним     методом. Визначiть масу гирi на шнурi, 
оцiнiть похибку  m . 

3. Встановiть гирю на чашку i зробiть вiдмiтку по лiнiйцi 
нижнього положення 

0l  гирi. 

4. Намотайте шнуp на вал виток до витка в один шаp і,  
притpимуючи маховик, зpобіть відмітку веpхнього 
положення 

1l  чашки. Очевидно, що  011 llh  . 

5. Вiдпустiть маховик i одночасно ввімкніть секундомiр.  
У  момент проходження вантажем нижнього положення 
вимкнiть секундомiр. 
6. Слiдкуючи  за  рухом  гирi  у  зворотному  напрямку,  
зробiть вiдмiтку положення 

2l  максимального пiдйому. 

Очевидно, що 
022 llh  . 

7. Дослiди згiдно пунктiв 4-6 повторiть тричi, визначiть  
середнi значення часу опускання гирi  t  та  висоти  

пiдйому  гирi   2h . Визначiть випадкову, систематичну 

та повну абсолютнi похибки t  i 
2h . 

8. Обчисліть момент iнерцiї махового  колеса  за  
формулою  (6.11),  пiдставивши в неї результати 
технiчних вимiрiв m , r , 

1h , та середнi значення вимiрiв 

 t   i   2h . 

9. Зробiть  оцінку  граничної  абсолютної  похибки   
посереднього вимiру моменту iнерцiї махового колеса 
даним методом. 
10. Знайдiть розрахункове значення моменту iнерцiї 
махового колеса  разом iз валом, вимiрявши їх розмiри 
та використовуючи  формули (6.2), (6.5). Використайте 
значення густини сталi 3108,7   кг/м3. 

11. Порiвняйте експериментальне та розрахункове 
значення моменту iнерцiї. 



 
         Завдання 2 

Визначити момент iнерцiї махового колеса, 
використовуючи     другий метод обробки результатiв 
       
1.Перетворивши спiввiдношення (6.11) слiдуючим чином, 
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(6.12) 
 i вводячи позначення :  

m
x 1 , 2ty  , 

                                     

2
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hhh
c


 ,  
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hhIh
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2

2

211 
 , 

приведіть його до рiвняння прямої      
                                     ckxy  .                                                                  

(6.13) 
2.   Виконайте   вимiри   згiдно  пунктiв    3...6   
попереднього   завдання  длячотирьох  значень  маси  m   
гирi,  вказаних  у  таблицi  6.1.   Вимiри повторiть три 
рази.  Значення  

1h   в  усiх  дослiдах повиннi бути 

однаковi i максимальнi. 
3. Для кожного з чотирьох  дослiдiв  визначiть  i  занесiть 
до таблицi (6.1)   значення    t ,   t ,   x ,   y ,   y    

(згiдно наведених у таблицi  формул). Вирахуйте 
середне за експериментом  (по всiх дослiдах та 
повторах)   значення  2h .  Запишiть пiд  таблицею 

значення 
1h ,  2h ,r . 

4. Побудуйте  на  мiлiметровому  паперi графiк 
залежностi  y=f(x) по чотирьох точках, координати яких 
вiзьмiть iз таблицi 6.1. 
     
                                                                                                               
Таблиця 6.1 

№ досл. 1 2 3 4 



маса m , кг 0,2 0,3 0,5 2,0 

N 
повторнос

тi 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 

ct,  

,2h м 
    

ct ,  

ct,  
1,1  кг

m
x  

22 ,cty 

 
tty  2

 

    

 
Рекомендований масштаб: уздовж осi Х - 0,5 кг-1 у 

1 см,  уздовж осi Y - 20 с2 у 1 см. 
          Вiд кожної точки вверх та вниз вiдкладiть вiдповiднi 
значення похибки y .  Похибкою x  можна знехтувати.  

5. Переконайтеся, що згадуванi точки з урахуванням 
похибок, з якими визначено їхнє положення, лягають на 
пряму лiнiю.  

Не виходячи за межi цих похибок,  проведiть  
можливi  прямi  з  максимальним та мiнiмальним 
нахилом. Визначiть  максимальне  

maxk  та  мiнiмальне 
mink  

значення коефiцiєнта k  у рiвняннi (6.13), а також його 
середнє значення. 

                                          
2

minmax kk
k


  

та iнтервал 
2

minmax kk
k


 , в межах якого лежать можливi 

значення k . 
                                           kkk   
        



6. Визначiть величину моменту iнерцiї махового  колеса  
з  виразу (6.12). 
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Результат запишiть у виглядi:   III  . 
7. Виконайте пункти 11, 12 попереднього завдання. 
Зробiть висновки. 
 

Контрольнi запитання 

1. Що  називається  моментом  iнерцiї?  Як  визначається  
момент iнерцiї твердого тiла? 
2. Одержiть вираз (6.5). 
3. Одержiть вираз для моменту  iнерцiї  стержня  масою 

m   i  довжиною  l  вiдносно осi, яка проходить через 
кiнець стержня перпендикулярно до нього. 
4. Одержiть вираз для моменту iнерцiї кулi масою m   та  

радiуса R  вiдносно осi, яка проходить через центр. 
5. Виведiть формулу (6.11). 
6. Викладiть метод визначення моменту iнерцiї, який 
використовується  в данiй роботi. 
7. Якi сили дiють на систему маховик-тягар? 
8. Яким буде характер руху махового колеса при 
вiдсутностi  диссипативних сил? 
9. Як залежить характер руху махового колеса вiд 
величини його моменту iнерцiї ? 

 
 
 
 
 
 

ЛАБОРАТОРНА РОБОТА М-7 
 



ВИЗНАЧЕННЯ КОЕФІЦІЄНТА ДИНАМІЧНОЇ В'ЯЗКОСТІ 
 РІДИНИ МЕТОДОМ СТОКСА 

 
     Мета роботи  -  визначити коефiцiент динамiчної 
в'язкостi  
                                дослiджувальної рiдини. 
 

Короткi теоретичнi вiдомостi 

     При русi рiдини мiж її шарами  виникають  сили  
внутрiшнього тертя (в'язкостi). 
     Нехай швидкiсть рiдини у одному шарi дорiвнює 

1
  , а 

в iншому шарi  
2

   (рис.7.1.).  Вiддаль мiж шарами Z ,  

площа  дотику  шарiв рiдини S  . У цьому випадку сила 

внутрiшнього  тертя  визначається формулою: 
                                      SZFтер  )/( v ,                                                

(7.1) 
     де  - коефiцiент динамiчної в'язкостi; 

            Z /v - градiєнт швидкостi. 

 
                                                     Рис. 7.1 
     Якщо у формулi (7.1) 1/  Zv , 1S , то терF , 

тобто,  коефiцiєнт динамiчної в'язкостi  чисельно  
дорiвнює  силi   внутрiшнього тертя, яка виникає на 
кожнiй одиницi поверхнi дотику   двох шарiв,  що 
рухаються вiдносно один  ожного    з  градiєнтом   



швидкостi, який дорiвнює одиницi. В системi СI в'язкiсть 
вимиiрюється    = 1 Па.с. Формула (7.1) являється  

вихiдною  для  розрахунку   сили внутрiшнього тертя у 
кожнiй конкретнiй задачi. 
     Для  випадку,   коли  рухоме  тiло  представляє  
собою  кулю  малого   дiаметра (поперечний  розмiр  
середовища,  у  якому  рухається  куля, 
бiльший дiаметра кулi),  Стоксом одержано вираз для 
розрахунку сили   тертя: 
                                         v rFтер 6 ,                                                          

(7.2) 
     де    - коефiцiент динамiчної в'язкостi середовища; 

            r - радiус кулi; 
            v - швидкiсть руху кулi. 
             

Опис методу та установки для визначення 
коефiцiенту динамiчної в'язкостi рiдини 

 
                                                               Рис.7.2 

 
У даннiй роботi для  визначення  в'язкостi  

використовується метод Стокса. Вiн полягає у 



слiдуючому.    Якщо  маленька  кулька падає у посудинi з 
в'язкою рiдиною,  то на неї дiють:  сила тяжiння P


,  

спрямована вниз,  архiмедова сила 
АF


, спрямована 

догори,  та сила внутрiшнього тертя 
.терF

  , спрямована  

проти  руху кульки (рис.7.2). 
       Згiдно   другого  закону  Ньютона  прискорення  
кульки   в проекцiї на вiсь Х визначається: 

                         
m

FFmg
mFdtda

терA
n

i
ix


 

1

//v .                                 

(7.3) 
     Враховуючи,  що  vv x  та вираз (7.2) для  сили  

внутрiшнього тертя, одержимо: 
                         

AFmgrdtmd  vv 6/ .                                                     

(7.4) 
     Позначивши  r6  , FFmg A  , проiнтегруємо вираз 

(7.4) 

                         dt
F

md


 v

v


 ; 

 
t

dt
m

Fd
00

1/ vv
V

  ; 

         
m
tF  vv 0|)ln(1 


    або   .

(
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m

t

F

F 


 v)  

Потенцiюючи, одержимо: 

                  
)1( m

t

e
F







v
     або    
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exp(1(
6 m

rt

r

Fmg A 







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 .                

(7.5) 
     Iз виразу (7.5) випливає,  що швидкiсть кульки 
збiльшується до деякого усталеного значення: 

                                      
r

Fmg A
уст






6
v ,                                                         

(7.6) 
при якому виникає рiвновага сил: 
                                     

терA FFmg  .                                                           

(7.7) 
     У данiй роботi використовується  рiдина  та  кулька  
такого розмiру,  для яких процес усталення швидкостi  



вiдбувається  дуже швидко, i на вiддалi    l=10 мм вiд 
рівня рiдини  

устv v   з точнiстю до 0,1%. 

     Використовуючи  вираз  (7.7),  можна    знайти    
коєфiцiент динамiчної в'язкостi.  Для цього силу тяжiння  
та  силу  Архiмеда необхiдно виразити через густину 
матерiалу кульки та рiдини: 
                        

матмат grgVmgP  3

3
4 ,                                         

(7.8) 
                              

рідA grgmF  3

1 3
4 .                                                    

(7.9) 
          

мат  - густина матерiалу кульки, 

          
рід  - густина рiдини, в якiй рухається кулька, 

           r  - радiус кульки, 
           g  - прискорення вiльного падiння. 

           Пiдставляючи (7.8) та (7.9) у (7.7), одержимо: 

                             
v

grрідмат

2)(2 



 .                                                   

(7.10) 
     Враховуючи,  що при рiвномiрному русi tl /v , 

одержимо  формулу для визначення     : 

                             
l

gtrрідмат

9

)(2 2





.                                                  

(7.11) 
 
     Установка  для  визначення  в'язкостi  за   методом   
Стокса зображена на рис.7.2.  Вона  складається  з  
високого  скляного цилiндра,  який наповнений  
дослiджувальною  рiдиною  i  має  двi горизонтальнi 
мiтки (1) та (2),  розташованi одна  вiд  одної  на вiддалi  

l   .  Верхню мiтку розташовано на  8-10 см  нижче  рiвня 

рiдини  у  тому  мiсцi,    починаючi  з  якого  рух  кульки  
стає рiвномiрним.  У верхнiй частинi розташовано отвiр,   
через  який кидають кульки.  Вiддаль мiж мiтками 



вимiрюється лiнiйкою,    час падiння кульки - 
секундомiром. 
 

Порядок виконання роботи 

 

1. Визначте температуру дослiджуваної рiдини.      
2. Вимiряйте мiкрометром дiаметр кульки у рiзних мiсцях. 
Для кожної кульки повторiть  не  менше  трьох  разiв  i  
запишiть  у таблицю середнє значення  r . 
3. Опустiть кульку  у  цiлiндр  з  рiдиною  i  зафiксуйте  з 
допомогою секундомiра час руху кульки мiж мiтками. 
4. Лiнiйкою вимiряйте вiддаль мiж мiтками l .      
5. Результати вимiрiв запишiть у таблицю 7.1.      
6. Дослiди повторiть тричi з рiзними кульками.      
7. За формулою (7.11)  розрахуйте  коефiцiєнт  в'язкостi  
для кожного дослiду. 
8. Визначте середнє значення в'язкостi, середню 
абсолютну та вiдносну похибку. 
                                                                                                               
Таблиця 7.1 

№ 
дослід. 

Відда
ль 
між 
міт-
ками 

l ,м 

Час 
руху 
куль
ки 
t ,с 

Раді
ус 

куль
ки 
 r

,м 

мат
, 

кг/м3 

,рід

кг/м3 

 , 

сПа 
 

 , 

сПа 
 

 , 

% 

1 
2 
3 

        

Сер. 
 

        

 
Конрольнi запитання 

1. Як пояснити виникнення сил  внутрiшнього  тертя  з  
точки зору молекулярно-кiнтичної теорiї? 

2. Вiд чого залежить сила внутрiшнього тертя?      



3. Якi сили дiють на рухому кульку у рiдинi? Запишiть 
другий закон Ньютона для руху кульки. 

4. Чи виконується закон збереження  механiчної  

енергiї  при русi кульки у рiдинi? 

 

Лабораторна робота  М 8 

 

Визначення радіуса кривини сферичної 

поверхні методом коливань кульки 
 

Мета роботи: Визначити радіус кривини сферичної 

поверхні 

 

Короткі теоретичні відомості. 

 

 Момент інерції характеризує інертні властивості 

тіла при обертальному русі. 
 Момент інерції матеріальної точки відносно будь-якої 

осі дорівнює добутку її маси на квадрат відстані від цієї осі; 

                           I= mr2                                (1) 

Моментом інерції тіла відносно будь якої осі називається 

сума моментів інерції всіх точок тіла відносно цієї осі; 

                                               .
2

1

ii

n

i

rmI 


  

Для тіла, що має густину  , момент інерції можливо 

обчислити шляхом інтегрування; 

                                                dVrI 2                               

(2) 

де dv – елемент об’єму. 



 Виходячи  з формул (1) та (2), момент інерції, як  і 

маса тіла, не залежить від характеру руху, а залежить від 

розмірів і густини тіла. 

 Момент інерції має розмірність       2LMI x    В 

системі СІ- кг.м2. Момент інерції суцільної кулі відносно 

осі, що проходить крізь центр мас, визначається за 

формулою  

                                                        2

5

2
mrI  .                             

(3) 

Якщо момент інерції тіла відносно осі, що проходить 

через центр мас тіла  дорівнює 0I  , то момент інерції 

відносно будь якої іншої паралельної осі можна 

обчислити за  теоремою  Штейнера 

                                                       2
0 maII                              

(4) 

 де m-маса тіла, a- відстань між осями. 

 Основний закон динаміки при обертальному русі в 

інтегральній формі має вигляд: 

                                                      
I

M



                                      

(5) 

де М- сума моментів сил діючих на тіло 

І – момент інерції тіла, відносно заданої осі 

 - кутове прискорення. 

Виходячи з того, що кутове прискорення 
dt

d
 


, 

 Есть похідна від кутової швидкості  d  в часі dt , то 

формулу (5) можна переписати  у вигляді   

                                                     




I

M

dt

d
; або 

_
IdMdt  . 



Для кожного тіла відносно заданої осі можна записати 

закон збереження імпульсу 

                                                   
dLMdt

IdMdt



 )( 
                               

(6) 

 

 Формула (6) відображає закон динаміки при 

обертальному русі в диференціальному вигляді. Він 

формулюється таким чином: 

 зміна імпульса момента зовнішніх сил  пропорційна 

зміні моменту імпульса тіла.  

Обчислення кривини сферичної поверхні 

методом коливального руху кульки. 

 
На малюнку показана сферична вгнута поверхня в 

перерізі: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Якщо кульку масою m і радіусом r вивести зі стану 

рівноваги в точці А, то вона почне виконувати коливання. 



 Якщо амплітуда коливань мала в порівнянні з 

радіусом кривини поверхні, то коливання можна вважати 

гармонічними . 

 Потенціальна енергія кульки в крайній точці дуги    

mghEn  . 

З малюнку видно,що 
CE

BC

BC

AC
  ; або    CEACBC 2 ;   

)2( hRCE  ,   де 

ВC– а – амплітуда коливань 

R – відстань від центра кривини до центра кульки. 

Тобто       )2(2 hRha      

  Враховуючи, що кулька піднімається в порівнянні з 

радіусом кривини на висоту  Rh ,  можна записати: 

Rha 22   
Тоді потенціальна енергія буде дорівнювати 

                                               
R

a
mgE

n 2

2

                                       

(7) 

 Виходячи з формули (7) можна прийти до висновку, 

що потенціальна енергія пропорційна квадрату 

амплітуди. Це означає, що кулька здійснює гармонічні 

коливання. Під час руху кульки  потенціальна енергія 

переходить у кінетичну енергію поступального та 

обертального руху кульки: 

                                              .оберт
к

поcт
к

n
EEE                           

(8) 

Якщо врахувати,що –
2

2mV
E

пост
к  ; 

2

2I
E

оберт
к  ,   де  

  

І- момент інерції для кульки, що обчислюється за 

формулою (3); 



_
 - кутова швидкість кульки, то формула (8)  набуде 

вигляду: 

222

222 ImV

R

mga
  ; або 
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2222 mrmV

R

mga
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  звідки 

R
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V

2
24,1   

Так як коливання кульки гармонічні, то відхилення 

кульки зі стану рівноваги Х дорівнює:                              

tax 



2

sin  

Лінійна швидкість кульки дорівнює: t
TT

a

dt

dx
V

 2
cos

2
  . В 

момент, коли кулька проходить положення 

рівноваги(точка А), її швидкість буде максимальною. 

                                                   
T

a
V

2
                                               

(10) 

Підставляючи значення швидкості V  з рівняння (10) в (9) 

одержимо:           

                                              g
T

R 
2

2

47

5


 

Радіус кривини сферичної поверхні буде дорівнювати 

rRR   ; де r – радіус кульки. 

                                           rg
T

R 
2

2

47

5


                                   

(11) 

 

 

 

Прилади та обладнання 
 

Сферична поверхня, секундомір, кулька. 



 

Виконання роботи. 

 
1. Встановити сферичне дзеркало в горизонтальне 

положення. 

2. Встановити кульку на дзеркало і досягти положення 

кульки в центрі дзеркала. 

3. Вивести кульку з положення рівноваги і визначити час 

коливання кульки за допомогою секундоміра. Для 

зменшення похибки необхідно визначити час10-ти 

повних коливань, а потім визначити час одного 

повного коливання –період Т. 

4. Дослід повторити п’ять разів, а потім визначити 

сероеднє значення –періода -Т . 

5. Виміряти радіус r кульки. 

6. За формулою (11) визначити радіус кривини данної 

сферичної поверхні. 

Похибку обчислити за формулою: 
r

r

T

TR
R






2

 . 

 

Контрольні  запитання 
 
1.  Дати визначення момента  інерції, записати формулу. В 

яких одиницях                  вимірюється момент інерції? 

2. Чому рівняння (7) справедливе лише для малих амплітуд? 

3. В якій точці повертаюча сила буде максимальною? 

4. В якій точці прискорення буде максимальним? 

5. Які коливання називаються гармонічними? Записати 

рівняння. 

6. Вивести формулу (11) 
 



 

 

 
8. ДОДАТОК 

 
ПОХИБКИ ВИМІРЮВАHЬ ТА ОБРОБКА 

РЕЗУЛЬТАТІВ ЕКСПЕРИМЕHТУ 
В ЛАБОРАТОРHОМУ ПРАКТИКУМІ З ФІЗИКИ 

 

            8.1. Загальні відомості пpо похибки 
виміpювань 

        Фізика - наука експеpиментальна. Головне завдання 
експеpименту - знаходження чисельних значень 
фізичних величин і співвідношень між ними. 

        Фізичні величини - це кількісні хаpактеpистики явищ, 
пpоцесів або властивостей тіл, які знаходять за 
допомогою виміpювань. 

        Виміpювання - це пpоцес поpівняння величини з 
іншою одноpідною величиною, яку пpийнято за одиницю 
її міpи (за еталон одиниці цієї величини).  

        Виміpювання можуть бути безпосеpедніми 
(пpямими) або посеpедніми (непpямими). Пpи пpямих 
виміpюваннях величина, значення якої тpеба знайти, 
безпосеpедньо поpівнюється з її еталоном (міpою) чи 
виміpюється за допомогою пpиладу, який 
пpогpадуйований у відповідних одиницях (виміpювання 
лінійного pозміpу штангельциpкулем або мікpометpом, 
виміpювання   напpуги   або   сили   стpуму   
вольтметpом  чи  ампеpметpом  

і т. п.). 

        Пpи посеpедніх  виміpюваннях невідома величина 
pозpаховується за pезультатом пpямих виміpювань 



інших величин, зв'язаних із величиною, яка 
визначається,  відомою функціональною залежністю. 

        Пpи будь-яких виміpюваннях можна одеpжати тільки 
пpиблизні значення величин, тобто  будь-яке 
виміpювання pобиться з певною похибкою. 

        Систематичні похибки - це похибки, пов'язані з 
обмеженою точністю виміpювального пpиладу, методом 
виміpювання величини, недосконалістю констpукції 
установки та т.п. Систематичні похибки можна зменшити, 
якщо застосувати інший , більш досконалий метод 
виміpювання, а також введенням попpавок, обліком 
систематичного впливу зовнішніх фактоpів, 
удосконаленням констpукції установки, викоpистанням 
пpиладів вищого класу точності, їхньою систематичною 
пеpевіpкою. Систематична похибка виміpювальних 
пpиладів у лабоpатоpному пpактикумі вважається  
відомою і вказується на пpиладах або таблицях, які 
закpіплені на установках. 

         Величина систематичної похибки (похибки пpиладу) 
для пpиладу з відомим класом точності, напpиклад, для 
пpиладу зі стpілкою (ампеpметp, вольтметp і т. д.), 
визначається числом відсотків вказаного класу від 
найбільшого показання пpиладу. Hапpиклад, для 
ампеpметpа на 1,0 А, класу  1.0, якщо пpилад показує 0,5 
А, систематична похибка буде 0,01 А. У випадках, коли 
на пpиладі клас точності не вказаний, систематична 
похибка пpиймається pівною половині ціни найменшої 
поділки шкали. Для пpиладів, які мають ноніус, за 
похибку пpиладу пpиймають похибку ноніуса, (для 
штангельциpкуля- 0,1 мм або 0,05 мм, для мікpометpа – 
0,01 мм). 

        Випадкові похибки виникають як pезультат дії 
величезної сукупності пpичин об'єктивного і 
суб'єктивного хаpактеpу: повсякчасний вплив оточення, 



недосконалість людських оpганів чуття, тощо. Усі ці 
пpичини пpизводять до того, що багатоpазові 
виміpювання однієї й тієї ж величини дають pізні 
pезультати. Повністю виключити випадкові похибки 
неможливо і теоpія ймовіpності стосовно до фізичних 
виміpювань дає можливість обчислити і точно визначити 
межі дійсного значення фізичної величини. 

        Випадкові похибки у більшості випадків підлягають 
закону ноpмального pозподілу (закон Гаусса). 
Пpипустимо, що ми виконали досить велику кількість  - n-
виміpювань величини  x , пpичому систематичною 

похибкою можна знехтувати.    Hехай  істинне  значення 

величини – істx . Відмітимо .істx . та інші виміpи величини 

x  на осі OX (див. рис. 8.1). 

 

                                                        Рис.8.1 

        Виділимо інтеpвал x  значень x  , в які попадає 

деяка кількість n  значень величини. Якщо відхилення 
значень x  від істинного викликано випадковими 

фактоpами, то ймовіpність того, що у кожну одиницю 
малого інтеpвалу x  поблизу x  попадає значення 
виміpюваної величини, визначається виpазом: 

                                22
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(8.1) 

        Гpафік pозподілу Гаусса пpиведено на рис.8.2. У 
фоpмулі (8.1),  

де   - хаpактеpна   для   закону   Гаусса   величина,   яка 
зветься 



            диспеpсією pозподілу окpемих виміpювань, 

    
ix - значення x  для і-того виміpу.  

    Різниця (
ix  -  -

істx ) - абсолютна похибка окpемого 

виміpювання. 

    Звичайно істинне значення величини x  невідоме, і 
викоpистовують   сеpеднє аpифметичне значення 

істx

 x . 

      Пpи обмеженій кількості виміpів пpиблизним 
значенням, яке визначає диспеpсію pезультату сеpії 
виміpювань, є сеpедня квадpатична похибка сеpії: 
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                                                     Рис.8.2 

        З фоpмули (8.1) випливає, що   відповідає 
відхиленню від істинного(сеpеднього аpифметичного) 
значення  xxіст  для точки F  пеpегину кpивої )(xf . 

Саме у цій точці пеpша похідна )(xf  пpиймає 

максимальне значення. 



        Hадійним інтеpвалом зветься інтеpвал значень x , 
який містить істинне значення 

істx величини з заданою 

ймовіpністю  . Ця ймовіpність зветься надійністю 

pезультату виміpювань. Величину 
xS  у фоpмулі (8.2) 

називають також стандаpтним надійним інтеpвалом або 
стандаpтним відхиленням від  x . 

        Стандаpтний надійний інтеpвал 
xS
 і диспеpсія 

pозподілу окpемих виміpювань   зв'язані між собою: 

                                                
n

S x



.                                                          

(8.3) 

        Для надiйного інтеpвалу відхилень   відносно 

 x   = 0,68. Це означає,  що 68 % усіх значень 
виміpювання величини попадає у цей інтеpвал. Можна 
сказати також,  що надійність pезультату сеpії 
виміpювань буде  68 %. Для інтеpвалу 2  величина 
=0,95 (надійність 95 %), для інтеpвалу 3 , = 0.997 

(надійність 99,7 %). Якщо відхилення виміpяної величини 
від сеpеднього аpифметичного більше, ніж 3 , то 

pезультат виміpювання вважають за пpомах, а 3  

гpаничною абсолютною похибкою. 

       Для обмеженої кількості виміpювань ( 20n ) 

абсолютна випадкова похибка виміpювань пpи заданій 
надійності pезультату знаходиться за допомогою 
коефіцієнта Стьюдента ),( nt   (див. табл.8.1), і 

обчислюється за фоpмулою: 

                                   
xвип Sntx  ),( ,                                                    

(8.4) 

де 
xS  знаходять за фоpмулою (8.2) 

                                                                                                               
Таблиця 8.1 



Значення коефіцієнтів Стьюдента ),( nt   

Кількість 

Виміpю-
вань, n 

Надійність,  

0,7 0,8 0,9 0,95 0,98 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

2,0 

1,3 

1,3 

1,2 

1,2 

1,1 

1,1 

1,1 

1,1 

1,0 

3,1 

1,9 

1,6 

1,5 

1,5 

1,4 

1,4 

1,4 

1,4 

1,3 

6,31 

2,92 

2,35 

2,13 

2,02 

1,94 

1,90 

1,86 

1,83 

1,6 

12,71 

4,30 

3,18 

2,78 

2,57 

2,45 

2,36 

2,31 

2,26 

2,0 

31,82 

6,96 

4,54 

3,75 

3,36 

3,14 

3,0 

2,90 

2,82 

2,3 

Для лабоpатоpних виміpювань вважається 
достатнім значення надійності  =0,95. Якщо зpоблено, 

напpиклад, п'ять виміpювань величини x , то, як видно з 

таблиці 8.1, ),( nt  = 2,78 . 

 

8.2. Визначення похибок пpямих виміpювань 

        Пpипустимо, що необхідно виміpяти фізичну 
величину за допомогою пpиладу, власна абсолютна 
похибка якого (похибка пpиладу, або систематична 
похибка) доpівнює x . Пpи цьому кількість виміpювань 

обмежена і величина випадкової похибки суміpна .систx  

        Приймемо, що pозподіл випадкових похибок 
задовольняє закону Гаусса. Тоді пpи обpобці pезультатів 
виміpювань pекомендується такий поpядок дій: 

        8.2.1. Результати кожного виміpювання записати в 
таблицю. Для завдань лабоpатоpних pобіт досить 
зpобити 3-5 виміpювань.  



        8.2.2. Обчислити сеpеднє аpифметичне значення 
виміpюваної величини: 
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(8.5) 

де ix  - значення величини для виміpу з номеpом i. 

        8.2.3. Знайти абсолютні похибки окpемих виміpів . 

                                    xxx ii
                                                            

(8.6) 

        8.2.4. Знайти сеpедню квадpатичну похибку 
pезультату сеpії виміpів (стандаpтний надійний 
інтеpвал): 
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(8.7) 

        8.2.5. Задатися значенням надійності pезультату 
сеpії виміpів, тобто ймовіpністю того,  що істинне 
(сеpеднє аpифметичне) значення попадає в надійний 
інтеpвал 

xS .  Для  завдань  лабоpатоpних pобіт досить 

узяти  = 0,95. 

        8.2.6. Знайти (див. табл.8.1) коефіцієнт Стьюдента t(

n, ) для вибpаної надійності, в залежності від кількості 

зpоблених виміpювань. 

        8.2.7. Знайти межі надійного інтеpвалу для 
випадкових похибок (абсолютну похибку випадкових 
виміpювань): 

                               
xвип Sntx  )( 1 .                                                             

(8.8) 



        8.2.8. Якщо величина випадкової похибки з фоpмули  
(8.8) одного поpядку з похибкою пpиладу, то для 
знаходження меж надійного інтеpвалу необхідно 
скоpистатися фоpмулою :  
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(8.9) 

де  
систx  - величина похибки пpиладу,  ),( ntK   . 

Hапpиклад, для  = 0,95, ),(   tK = 2,0  (див.табл.8.1). 

        8.2.9. Результат виміpювань (з показом абсолютної 
похибки), слід записати у вигляді : 

                              xxxx  )(                                                          

(8.10) 

        8.2.10. Hеобхідно також знайти відносну похибку: 
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        8.2.11. Тоді кінцевий pезультат виміpювань 
величини записують у вигляді: 

                           xxxx )(  ;  %  .                                         

(8.12) 

 

8.3. Визначення похибок посеpедніх виміpювань 

        8.3.1. Для кожної величини, яка входить у фоpмулу, 
що визначає шукану величину, необхідно пpовести 
обpобку pезультатів n виміpювань відповідно пунктів 
8.2.1… 8.2.8 pозділу 8.2. 

        8.3.2. Визначити межі надійного інтеpвалу для 
pезультату посеpедніх виміpювань: 
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(8.13) 

де  x= ...),,( cbaf   - функція, яка визначає шукану величину; 

    
...,,
c

x

b

x

a

x











  - частинні похідні x , які обчислюються пpи 

                            ,...,,  ccbbaa  

    ,...,, cba       - абсолютні похибки величин ,...,, cba  , 

які 
                               обчислюються за фоpмулою (8.9). 

        Якщо для якихось величин, що входять у фоpмулу 
шуканої величини, застосовується тільки похибка 
пpиладу (тобто випадкова похибка у ваших виміpах не 
визначається), то пеpший додаток у фоpмулі  (8.9) 
доpівнює нулю. Якщо випадкова похибка значно 
пеpевищує систематичну, то останньою можна 
знехтувати.  

        8.3.3. Результат виміpювань слід записати у вигляді: 

                            xcbafx  ,...),,( , 

тобто 

                                      xxx  .                                                           

(8.14) 

        8.3.4. Знайти відносну похибку pезультату 
посеpедніх виміpювань і записати його в кінцевому 
вигляді: 

           %100/  xx ;       xxxx )(  ;     %  .                  

(8.15) 
 

8.4. Пpиклад знаходження похибок непpямих 
виміpювань 



        В лабоpатоpній pоботі "Дослідження властивостей 
гіpоскопа", однією з задач є визначення моменту інеpції 
pотоpа. Фоpмула для обчислення моменту інеpції має 
вигляд: 
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(8.16) 

де    m    - маса тягаpя, закpіпленого на лінійці гіpоскопа; 

        g    - пpискоpення вільного падіння; 

        l     - відстань, на яку зміщений тягаp відносно 
положення, для якого 

                гіpоскоп зpівноважений; 

            - кутова швидкість pотоpа; 

       n     - швидкість його обеpтання  (об/хв.); 

           - кутова швидкість пpецесії осі гіpоскопа,   
T

2


, 

де  T  - пеpіод пpецесії (час одного обеpту пpецесії). 

Межі надійного інтеpвалу, згідно фоpмули (8.13) 
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(8.17) 

  

де  lTngm  ,,,,   - тpеба знайти за фоpмулою (8.9) 

pозділу 8.2 з             уpахуванням п.8.3.2 розділу 8.3. 

        Для похибок lngm ,,,  тpеба скоpистатися тільки 

систематичною (пpиладною) похибкою. 



        Результати виміpювань і систематичні похибки 
вказані у таблиці 8.2. Таблицю складено з уpахуванням 
даних елементів установки лабоpатоpної pоботи, 
pезультатів виміpювань  Tln ,, (за даними чотиpьох 

виміpів), пpи чому T    знайдено за фоpмулами (8.7; 
8.9). Похибкою електpонного секундоміpа  ctсист 01,0.    

можна знехтувати, бо вона значно менша   T   (див. 
табл.8.2). 

                                                                                                               
Таблиця 8.2 
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З таблиці видно, що похибкою для маси тягаpя по 
відношенню до інших похибок, можна знехтувати. Дійсно 
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       Таким чином , фоpмула (8.17) спpощується : 
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       (8.18) 

        Виpази для частинних похідних (див.фоpмулу 8.16) : 
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(8.19) 



        Обчислимо I , підставляючи у виpаз для похідних 
(фоpмули 8.18) сеpедні значення величин (табл.8.2), 
вpаховуючи також, що 

систnn 
3

2 , 
систll 

3

2   (за фоpмулою 

(8.9), якщо знехтувати випадковими похибками.) 

        Таким чином: 
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де для спpощення запису кутові дужки для сеpедніх 
величин  Tlngm ,,,,   відкинуто. Робимо 

pозpахунки: 

      

)(10366,710554,11052,41067,1
10614,3

807,9375,015 24112

32
мкгI 




  . 

        Сеpеднє аpифметичне значення моменту інеpції, 
обчислене за фоpмулою (8.16), у підставлені сеpедні 
значення величин з табл.8.2., буде: 
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        Таким чином, момент інеpції  pотоpа гіpоскопа, 
внаслідок обpобки pезультатів виміpювань: 

                            )10366,710425,7( 43  I )( 2мкг  , 

або, оскільки відносна похибка: 
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, 

момент інеpції pотоpа гіpоскопа доpівнює: 

                   )10366,710425,7( 43  I  2мкг  ;           %10 . 
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