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Виведення рівнянь руху ізольованої системи, 

що здійснює просторовий рух 

 Виведено рівняння руху ізольованої системи, що здійснює просторовий рух і складається з 

витягнутого абсолютно твердого тіла, матеріальних точок, що створюють його незрівноваженість та 
маятників, які можуть обертатися навколо осі мінімального момента інерції тіла. 

вісь обертання, абсолютно тверде тіло, маятники. 

 В екстракторах, сепараторах, відцентрових машинах тощо, застосовують опори з 

нелінійною жорсткістю.  Сили пружності в таких опорах, при малих деформаціях, 

майже відсутні.  Це зменшує критичну швидкість обертання ротора і теоретично 

розширює область настання автобалансування, при зрівноваженні таких роторів 

пасивними автобалансирами (АБП) [1, 2].  Тому представляє інтерес дослідження 

динаміки такої системи у граничному випадку, коли сили пружності відсутні.  Така 

задача актуальна і для штучних супутників Землі та космічних апаратів, які 

стабілізуються обертанням і маятниковими (кульовими) АБП. 

 Необхідним етапом дослідження стійкості руху системи зв’язаних абсолютно 

твердих тіл, якою є система ротор-маятниковий (кульовий) АБП, є виведення рівнянь 

руху [1-10].  В роботі [8], на основі енергетичного критерію, були знайдені усталені 

рухи ізольованої системи, що здійснює просторовий рух і складається з АТТ, 

матеріальних точок, що створюють його незрівноваженість та маятників, які можуть 

обертатися навколо однієї з центральних осей інерції АТТ.  Також були знайдені 

необхідні умови стійкості цих рухів.  Але залишилося невирішеним питання про 

стійкість основного усталеного руху системи у випадку витягнутого АТТ, коли 

маятники обертаються навколо його осі мінімального момента інерції.  Відповідь на 

вказане питання можна отримати з допомогою рівнянь руху зазначеної системи на 

основі, наприклад, першого методу Ляпунова.  В даній роботі виводяться рівняння руху 

зазначеної системи. 

 1. Модель системи.  Нехай АТТ має масу М.  Головні осьові моменти інерції 

АТТ відносно головних центральних осей X, Y, Z, які виходять з центра мас АТТ – 

точки О (рис. 1, а), відповідно рівні A, B, C, причому CBA >≥ . 

 Статична або динамічна незрівноваженість АТТ відносно осі Z створюється 

двома матеріальними точками D1 і D2, розташованими в площинах X1P1Y1 і X2P2Y2, 

паралельних площині XOY.  Ці площини знаходяться відповідно на відстані s1 і s2 по 

різні сторони від площини XOY.  Матеріальні точки однакові, мають масу µ, і їх 

положення задається ексцентриситетом 
j

e  та кутом 
j

γ  /2,1/ =j  (рис. 1, б). 

 В площинах X1O1Y1 і X2O2Y2, які знаходяться на відстані h1 і h2 по різні сторони 

від площини XOY, на вісь Z насаджені по два математичних маятника.  Будемо вважати, 

що маятники не заважають руху один одного.  Положення маятників в площині X1O1Y1 

визначається кутами 
21

,ϕϕ , в площині X2O2Y2 – кутами 
21

,ψψ  (рис. 1, в).  При русі 

маятників відносно АТТ на них діє момент сил в'язкого опору 

/2,1/,,
21

=ψ−ϕ− jHH
jj

&& , де /2,1/, =iH
i

 – коефіцієнт сил в'язкого опору, 
jj

ψϕ && ,  - 
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відносна кутова швидкість обертання маятника.   Маятники однакові, мають масу m, 

довжину l і осьовий момент інерції 2
ml  відносно осі, на яку насаджені. 

 

 

а – модель АТТ; б – модель матеріальних точок, що створюють незрівноваженість; в – модель маятників; 
г, д – схеми руху АТТ 

Рисунок 1 – Модель ізольованої системи 

 Рух системи подамо слідуючим чином.  Так як система ізольована, то центр мас 

системи - точка G – рухається рівномірно, прямолінійно.  Не обмежуючи загальності, 

будемо вважати, що точка G нерухома.  Введемо нерухому (інерціальну) систему 

координат GΞΗK, з якої шляхом трьох послідовних поворотів на кути α, β, γ відповідно 

навколо осей GΞ, GY1, GZ2 отримуємо систему координат GXGYGZG (рис. 1, г).  Осі 

GXGYGZG – рухомі, центральні і паралельні осям OXYZ (рис. 1, д).  Рух АТТ і маятників 

будемо розглядати як складний.  За переносний рух АТТ будемо вважати його 

обертальний рух навколо точки G, за відносний - поступальний рух разом з осями 

OXYZ відносно осей GXGYGZG, причому положення точки О відносно точки G 

визначатимемо координатами x, y, z (рис. 1, д).  За переносний рух маятників будемо 

вважати їх рух разом з АТТ, а саме – обертальний рух навколо точки G та 

поступальний рух відносно цієї ж точки разом з осями /2,1/, =iZYXO
iiii

.  За 

відносний рух маятників будемо вважати їх рух відносно АТТ.  Відносні рухи 
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маятників визначатимемо чотирма кутами 
21

,ϕϕ , 
21

,ψψ .  Матеріальні точки D1 і D2 

нерухомі відносно АТТ.  З врахуванням вищесказаного, в загальному випадку рух 

системи визначається десятьма координатами x, y, z, α, β, γ, ϕ1, ϕ2, ψ1, ψ2. 

 2. Рівняння, що описують рух системи.  Так як система має десять ступенів 

вільності, то її рух будуть повністю описувати десять незалежних рівнянь руху. 

 2.1. Перша група рівнянь руху.  Першу групу 4-ох рівнянь руху знайдемо за 

допомогою теореми про зміну момента кількості руху матеріальної системи, 

застосувавши її до маятників.  Для спрощення запису першої групи рівнянь застосуємо 

вказану теорему в обертальній системі координат /2,1/, =iZYXO
iiii

.  Для j-го 

маятника, який знаходиться в площині X1O1Y1, теорема про зміну момента кількості 

руху в обертальній системі координат 
1111

ZYXO  має вигляд [1, 10]: 
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де  ω
jOL 1

r

 - момент кількості руху j-го маятника, знайдений відносно точки О1; 

dtLd jO

ω′
1

r

 - локальна похідна від момента кількості руху j-го маятника в рухомій 

системі координат 
1111

ZYXO ; 

1111 ZYXO
ω
r

 - кутова швидкість обертання осей 
1111

ZYXO ; 

m – маса маятника; 

mjρ
r

 - радіус вектор j-го маятника, який виходить з точки О1 і закінчується в 

центрі мас маятника, визначений відносно осей 
1111

ZYXO ; 

1O
a

r

 - абсолютне прискорення точки О1; 

k

r

 - одиничний вектор, спрямований вздовж осі Z1; 
e

jOM
1

r

 - головний момент зовнішніх сил, що діють на j-ий маятник, знайдений 

відносно точки О1; 

j
ω
r

 - абсолютна кутова швидкість обертання j-го маятника; 

≈
j

J  – тензор інерції маятника, знайдений відносно точки О1. 

 Аналогічно записується рівняння руху для маятників, які знаходяться в площині 

X2O2Y2. З рис. 1 визначаємо: 
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 Шукаємо абсолютне прискорення точки О1, як при складному русі.  За 

переносний рух візьмемо її обертальний рух з осями GXGYGZG навколо точки G, за 

відносний - поступальний рух відносно точки G.  Тоді за теоремою Коріоліса 

прискорення точки О1 має вигляд [10]: 
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 - відносне прискорення точки О1; 
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 - переносне прискорення точки О1; 
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 - прискорення Коріоліса. 

З рис. 1 визначаємо в проекціях на осі GXGYGZG: 
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Оскільки переносний рух точки О1 є обертальним, то її прискорення можна записати 

так: 
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 Остаточно рівняння динаміки маятників (1), які знаходиться в площині X1O1Y1, в 

проекції на вісь Z1, з врахуванням виразів (3), (5), (7), (8), мають вигляд: 
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Аналогічний вигляд мають рівняння руху для маятників, які знаходяться в площині 

X2O2Y2. 

 2.2. Друга група рівнянь руху.  Другу групу рівнянь руху отримаємо з теореми 

про рух центра мас системи.  Відповідно до вибору початку осей – точки G, координати 

центра мас системи відносно осей XG, YG, ZG завжди дорівнюють 0.  Теорема дає 

наступні рівняння руху: 
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( ) ( )[ ] 0coscoscoscos4coscos2
21212211

=ψ+ψ+ϕ+ϕ++γ+γ+µ+ lxmeexMx ; 

( ) ( )[ ] 0sinsinsinsin4sinsin2
21212211

=ψ+ψ+ϕ+ϕ++γ+γ+µ+ lymeeyMy ; 

 ( ) ( ) 0222
2121

=+−++−µ+ hhzmsszMz . (10) 

 2.3. Третя група рівнянь руху.  Оскільки система ізольована, то третю групу 

рівнянь руху отримаємо за допомогою закону збереження момента кількості руху 

матеріальної системи.  В початковий момент часу система мала момент кількості руху 

рівний )0(

G
L

r

.  В довільний момент часу момент кількості руху системи має вигляд: 
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 - момент кількості руху відповідно для АТТ, матеріальних 

точок, що створюють незрівноваженість та маятників. 

 2.3.1.  Для АТТ момент кількості руху, згідно з [10], у випадку, коли початок 

рухомої системи координат лежить у центрі мас АТТ, має вигляд: 
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 - радіус-вектор центра мас АТТ, що виходить з точки G і закінчується в 

точці O в проекціях на осі ОXYZ; 

 
O
v

r

 - абсолютна швидкість центра мас АТТ, як полюса; 
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Тут, в проекціях на осі ОXYZ, 
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Тензор інерції АТТ відносно точки О має вигляд: 
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 2.3.2.  Для матеріальних точок, що створюють незрівноваженість, момент 

кількості руху має вигляд: 
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 Для і-ої матеріальної точки момент кількості руху згідно з [10] має вигляд: 
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 - радіус-вектор і-ої матеріальної точки, що виходить з точки G і 

закінчується в точці Di, в проекціях на осі ОXYZ; 
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 - абсолютна швидкість і-ої матеріальної точки. 

Абсолютна швидкість і-ої матеріальної точки має вигляд: 
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 - швидкість полюса – точки О з (13); 
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 - швидкість точки Di навколо полюса; 
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iµρ

r

 - радіус-вектор і-ої матеріальної точки, який виходить з точки О і 

закінчуються в точці Di, в проекціях на осі ОXYZ; 

 dtd
iµρ′

r

 - локальна похідна від радіус-вектора 
iµρ

r

. 

З рис. 1 визначаємо в проекціях на осі ОXYZ: 

 ( )
iiiiii
szeyexr +γ+γ+=µ ,sin,cos

r

,  ( )
iiiiii
see ,sin,cos γγ=ρµ

r

. (19) 

 2.3.3.  Для маятників момент кількості руху має вигляд: 

 ∑∑
=

ψ

=

ϕ +=
2

1

)(
2

1

)()(

i

j

G
i

j

G

m

G LLL

rrr

. (20) 

 де 
)()(

,

j

G

j

G
LL

ϕϕ rr

 - відповідно момент кількості руху для маятників групи φ та ψ. 

 Для j-го маятника, який знаходиться в площині X1O1Y1, момент кількості руху 

згідно з [10], запишемо так: 

 mjj

j

G vmrL
rr

r

×=ϕ )( ,  /2,1/ =j . (21) 

 де 
j
r
r

 - радіус-вектор j-го маятника, знайдений відносно точки G в проекціях на 

осі ОXYZ; 

 
mj
v

r

 - абсолютна швидкість j-го маятника. 

Абсолютна швидкість j-го маятника має вигляд: 

 mOOmj vvv

rrr += ,  /2,1/ =j , (22) 

тут 

 jOXYZ

j

mO
dt

d
v ρ×ω+

ρ′
=

rr

r

r

,  /2,1/ =j , (23) 

 де  Ov
r

 - швидкість полюса – точки О з (13); 

 
mO
v

r

 - швидкість j-го маятника навколо полюса; 

 
j

ρ
r

 - радіус-вектор j-го маятника, знайдений відносно точки О в проекціях на осі 

ОXYZ; 

 dtd
j

ρ′
r

 - локальна похідна від радіус-вектора 
j

ρ
r

. 

З рис. 1 визначаємо в проекціях на осі ОXYZ: 

 

















+
ϕ+
ϕ+

=

i

j

j

j

hz

ly

lx

r sin

cos
r

,  

















ϕ
ϕ

=ρ

i

j

j

j

h

l

l

sin

cos
r

,  

















ϕϕ
ϕϕ−

=
ρ′

0

cos

sin

jj

jj

j
l

l

dt

d
&

&r

. (24) 

Продиференціювавши один раз за часом рівняння (10), матимемо: 

( )
22112211

sinsinsinsin ψψ+ψψ+ϕϕ+ϕϕ=Σ &&&&& mlxM ; 

 ( )
22112211

coscoscoscos ψψ+ψψ+ϕϕ+ϕϕ−=Σ &&&&& mlyM ;  00 = . (25) 

 де mMM 42 +µ+=Σ  - сумарна маса системи. 

 Підставляючи вирази (12-25) в (11) і перетворюючи, одержимо момент кількості 

руху матеріальної системи у такому вигляді: 

 ( ))()()()(
,,

cucm

zG

cucm

yG

cucm

xG

cucm

G LLLL =
r

, (26) 

де 

( ) ( ) −γ−γ−γβ+β−γβ+γβα= 131211131211

)(
cossinsinsincoscoscos kkkkkkL

cucm

xG

&&&  

( )( ) ( )( )[ ]
2211222111

coscoscoscos ψψ+ψψ++ϕϕ+ϕϕ−− &&&& hzhzml ; 

( ) ( ) −γ−γ−γβ+β+γβ+γβα−= 231222232212

)(
sincossinsincoscoscos kkkkkkL

cucm

yG
&&&  

( )( ) ( )( )[ ]
2211222111

sinsinsinsin ψψ+ψψ++ϕϕ+ϕϕ−− &&&& hzhzml ; 
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( ) ( )+γ+γβ−β+γβ+γβ−α= cossinsinsincoscoscos 2313332313

)(
kkkkkL

cucm

zG

&&  

 ( ) ( )yxyxMmlk &&&&&&& −−ψ+ψ+ϕ+ϕ+γ+ Σ2121

2

33
, (27) 

і в рівняннях (27) 

( ) ( ) ([ +ϕ+ϕ+++γ+γ++µ+=
2

2

1

222

2

2

12

22

21

22

1

2

2

2

111
sinsin2sinsin lhhmeessAk  

)] ( )22

2

2

1

2
sinsin zyM +−ψ+ψ+ Σ ; 

( ) ( )[ ]
2121

2

2

2

21

2

112
2sin2sin2sin2sin2sin2sin

2

1 ψ+ψ+ϕ+ϕ+γ+γµ+−= Σ mleexyMk ; 

( ) ( ) ( )[ ]
21221122211113

coscoscoscoscoscos ψ+ψ−ϕ+ϕ−γ−γµ−−= Σ hhmlsesexzMk ; 

( ) ( ) ([ +ϕ+ϕ+++γ+γ++µ+=
2

2

1

222

2

2

12

22

21

22

1

2

2

2

122
coscos2coscos lhhmeessBk  

)] ( )22

2

2

1

2
coscos zxM +−ψ+ψ+ Σ ; 

( ) ( ) ( )[ ]
21221122211123

sinsinsinsinsinsin ψ+ψ−ϕ+ϕ−γ−γµ−−= Σ hhmlseseyzMk ; 

 ( ) ( )2222

2

2

133
4 yxMmleeCk +−++µ+= Σ . (28) 

 Отже, отримані десять незалежних рівнянь руху (9), (10) та (27), які повністю 

описують рух системи.  В подальшому, з допомогою цих рівнянь можна виділити 

усталені рухи системи і дослідити їх стійкість. 
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 Получены уравнения движения изолированной системы, осуществляющей пространственное 

движение и состоящей из вытянутого абсолютно твердого тела, материальных точек, создающих его 

неуравновешенность и маятников, которые могут вращаться вокруг оси минимального момента инерции 

тела. 

 S U M M A R Y .   Equations of motion are got for the isolated system which moves in space.  The 

isolated system consists of rigid body, material points, which creating it’s disbalance, and pendulums, which 
rotate on the axis of minimum moment of inertia of rigid body. 
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