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ДИНАМІЧНО 
ЗРІВНОВАЖУЄТЬСЯ ДВОМА 
АВТОБАЛАНСИРАМИ 

 

Досліджена роторна система, в якій ротор поміщений з 
можливістю обертатися навколо власної поздовжньої осі в 
корпус на податливих опорах і зрівноважується динамічно 
двома автобалансирами з багатьма корегувальними 
вантажами. Отримана замкнута система диференціальних 
рівнянь відносно мінімальної кількості змінних, які описують 
процес автобалансування роторної системи. Отримана 
система складається з восьми рівнянь і в неї входить 
шістнадцять безрозмірних параметрів. Проведено 
дослідження отриманих рівнянь на асимптотичну стійкість – 
отримані і досліджені необхідні та достатні умови 
асимптотичної стійкості. Знайдено резонансні швидкості і 
область стійкості - зрівноважити можливо тільки довгий 
умовний складений ротор, який утворюють ротор з 
корпусом, на зарезонансних швидкостях. Отримано вирази, в 
які входить десять безрозмірних параметрів і які дають 
можливість досліджувати залежність тривалості перебігу 
перехідних процесів від параметрів роторної системи. 

Ключові слова: ротор, дисбаланс, автобалансир, 
стійкість, перехідні процес. 

  

Вступ. Ротори багатьох відцентрових 
машин – пральних, екстракторів, сепараторів, 
центрифуг, осьових вентиляторів і ін. – 
встановлені в корпус з можливістю обертатися, 
а уже корпус закріплений пружно-в’язко і 
здійснює неплоский рух. В цих машинах 
динамічний дисбаланс ротора змінюється в 
процесі виконання технологічних операцій, тому 
його доцільно зрівноважувати на ходу двома 
пасивними автобалансирами (АБ) [1-3]. 

Постановка проблеми. На даний 
момент відсутні дослідження стійкості при 
динамічному зрівноваженні роторних систем, 
які складаються з ротора поміщеного в корпусі 
з можливістю обертання навколо поздовжньої 
осі  і двох АБ з багатьма корегувальними 
вантажами (КВ). 

Аналіз останніх досліджень і 
публікацій. Найбільш повний огляд літератури 
по пасивному автобалансуванню роторів 
наведений в [3]. Врахування цього огляду, 
більш пізніх публікацій і робіт [4–10] показує, що 
на сьогодні практично немає робіт, в яких 
аналітично досліджується процес 

автобалансування роторів, які здійснюють 
просторовий рух. В наведених роботах 
визначаються тільки умови настання 
автобалансування у вигляді критичних 
швидкостей, при переході через які настає або 
пропадає автобалансування. При цьому 
перехідні процеси не досліджуються. 

Диференціальні рівняння руху роторних 
машин з АБ (при більше двох КВ в АБ) майже 
не піддаються аналітичному дослідженню в 
зв’язку з суттєвою нелінійністю і великою 
кількістю степенів свободи системи. 

З урахуванням вищесказаного в роботі 
[11] був запропонований метод складання 
спрощених диференціальних рівнянь руху 
роторних машин з АБ, який враховує 
особливості таких механічних систем – 
відношення малості параметрів, малість 
відхилень поздовжньої осі ротора від осі 
обертання тощо. Із застосуванням цього 
методу були аналітично досліджені перехідні 
процеси, які протікають при статичному 
зрівноважуванні одним АБ з багатьма КВ 
ротора, поміщеного з можливістю обертання в 
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пружно-в’язко закріплений корпус з нерухомою 
точкою [12] та корпус на податливих опорах 
[13]. 

Постановка задачі. Метою даної роботи 
є аналітичне дослідження стійкості та 
тривалості протікання перехідних процесів при 
динамічному зрівноваженні двома 
автобалансироми ротора, поміщеного в корпусі 
на податливих опорах. 

Для досягнення поставленої мети 
необхідно розв’язати  наступні задачі: 

- записати систему диференціальних 
рівнянь, яка описує рух зазначеної 
роторної системи; 

- отримати умови існування усталених 
рухів в нульовому та першому 
наближенні; 

- дослідити достатні і необхідні умови 
асимптотичної стійкості; 

- оцінити корені характеристичного 
рівняння для дослідження тривалості 
протікання перехідних процесів. 
Методи досліджень. Застосовуються 

елементи теоретичної механіки, теорії стійкості 
по Ляпунову рухів механічних систем, теорії 
автобалансування роторних систем, 
конкретизований вигляд диференціальних 
рівнянь руху роторних систем з АБ. 

Виклад основного матеріалу. 
1. Опис теоретико-механічної моделі 

роторної системи. Осесиметричний ротор 
масою rm  встановлений в корпусі масою cm  і 
обертається відносно корпусу з постійною 
кутовою швидкістю ω (рис. 1). Центри мас 
ротора і корпусу співпадають і розташовані в 
точці O. Корпус утримують опори, пружні і в’язкі 

властивості яких характеризують відповідні 
числа – k і b . 

Рух ротора описується трьома системами 
осей: нерухомою – Oxyz ; рухомими – Guvw і 

G , жорстко зв’язаними відповідно з 
корпусом і ротором. У вихідному положенні всі 
три системи співпадають. Вісь Oz  спрямована 

уздовж осі обертання ротора. У площинах jP  

( jj dz || ), /2,1/ j  розташовані статичні 

дисбаланси j0s  (рис. 1), утворені точковими 

масами jm0 , що розташовані на відстані jr0  

від поздовжньої осі ротора. У цих площинах 
ротор врівноважують два АБ, які складаються з 

jn  /2,1/ j  КВ (маятників, куль або 

циліндричних роликів): в j -ому маятниковому 

АБ на вал ротора насаджено jn  однакових 

математичних маятників масою jm  і фізичної 

довжиною jr ; в – кульовому або роликовому 

АБ jn  однакових куль або циліндричних 

роликів масою jm  котяться без ковзання по 

кільцевій доріжці, при цьому відстань від 
поздовжньої осі ротора до центру куль або 
поздовжньої осі роликів рівна jr . 

 

 
Рис. 1. Ротор з двома АБ в корпусі, встановленому на пружно-в’язких опорах 
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Модель руху ротора з корпусом і статичними дисбалансами наведена на рис. 2. 
 

 
а                                                    б                                                   в 

Рис. 2. Кінематика руху ротора і корпуса: 
а – поступальний рух ротора з корпусом; б – поворот ротора з корпусом на кути Резаля; 

в – поворот ротора навколо поздовжньої осі 
 

Відносно системи осей Ouvw  тензори 
інерції ротора і корпусу мають вигляд 

),,Diag( rrrr CAAJ , 

),,Diag( cccc CAAJ . 
Як це прийнято в теорії пасивних АБ [1-

13], дією сил тяжіння нехтуємо і вважаємо, що 
КВ не заважають рухатися один одному і, у 
випадку куль або роликів, мають радіуси 
набагато менше радіуса їх бігових доріжок. 

Положення маси дисбалансу або i -го КВ 

),1( jni   в площині jzz  , /2,1/ j  

визначається абсолютним кутом ji ,  – між 

віссю 
jD

u  і відносним радіус-вектором ji,r  

маси дисбалансу або центра мас КВ (рис. 3, а), 
або відносним кутом ji ,  – між віссю 

jD
  і 

відносним радіус-вектором ji,r  (рис. 3, б). 

Зв’язок між абсолютним і відносним кутом має 

вигляд jiji t ,,  , /2,1,,0/  jni j . 

 

  а      б 
Рис. 3. Кінематика руху КВ і маси дисбалансу: 

а - абсолютні кути; б - відносні кути 
 

Відносному руху i -ої кулі або ролика 

),1( jni   в j -ому АБ )2,1( j  

перешкоджає ньютонівська сила в’язкого опору, 
модуль якої дорівнює jijub , , де jb  – 

коефіцієнт сил в’язкого опору, || ,, jijji ru    

– модуль відносної швидкості КВ (швидкості 
центру мас КВ відносно ротора); точка над 
величиною означає похідну за часом. При 

повороті i -го маятника ),1( jni   в j -ому АБ 
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)2,1( j  навколо осі ротора на маятник діє 

момент сил в’язкого опору jijj ubr , , де jb  – 

коефіцієнт моменту сил в’язкого опору, 
приведений до плеча jr . 

2. Диференціальні рівняння руху 
роторної системи. Аналогічно [12, 13] 
замкнута система диференціальних рівнянь, 
яка описує процес автобалансування роторної 
системи, в рухомій системі координат після 
комплексного псевдозгортання і 
обезрозмірення може бути записана у вигляді 

 

0,0)(
~~~~

121
22

1   LssDkDbkDbDL zzzxzxzxzxz , 

0,0~~~~~~~
22

2
21

2
1

2
2   LsDzsDzkDbDCDbDL zzzxzxzzzz i ,   (1) 

0])~()~([~~ 22
2  


ijezDpzDmsbsL zjzjzjzjjzjjzj , 02  jL , /2,1/ j ,(2) 

де )/()( 1,01,0
1 rmMevuz

 ii , )/()( 1,01,0
1 rmeAMz

 ii  – узагальнені 
координати ротора; 

 

  jj n
i jijijjjz rmerms 0 ,,1,01,0 )sin(cos)/( ii

, /2,1/ j  – узагальнені 

координати сумарного дисбалансу; 

ACC r /
~,/~

0  , )/()(
~

),/(2
~

),/(2
~

0
222

00   AzzbbMkkMbb RbLbxx , 

)/()(
~ 2

0 AMzzkk RkLkx  , )/()(
~

0 AMzzbb RbLbx   - безрозмірні 

параметри ротора; 

rcrc AAAmmM  , , Ak /0  ; 

)(~)()(  iD  – диференційний оператор; 

 /jj t , MAzz jj //~  , )/(
~

),2/(~
0 jjjjjjjj mbbMnmm , 

)(2 1 jj , 2
2

2
1 jjj ppp  ,    jj n

i jij
n
i jij npnp 1 ,21 ,1

~2sin/1,~2cos/1 , 

)/arccos(2/1 1 jjj pp , /2,1/ j  – безрозмірні параметри АБ; 

роликів;их циліндричн для
куль; для

маятників; для

,2/3
,5/7

1,







 j
 /2,1/ j  – коефіцієнт, який характеризує 

кінетичну енергію обертального руху КВ; 

 /2,1,,1/,~
,  jni jji  – кути, які задають певний основний усталений рух (з сім’ї 

основних рухів, якщо такі рухи утворюють сім’ю); 
штрих означає похідну по безрозмірному часу  ~/~

jj . 

З рівнянь (1), (2) слідує, що ротор з 
корпусом утворює умовний складений ротор 
більш масивний і витягнутий ніж сам ротор. 

Система (1), (2) залежить від шістнадцяти 
незалежних безрозмірних параметрів 

jxxxx bCkkbbb ~
,,~,

~
,

~
,

~
,

~
,

~
,~   , 

jjj zpm ~,,~ , /2,1/ j . 

На основних рухах ротор зрівноважений і 
обертається навколо власної поздовжньої осі і 
тому узагальнені координати ротора і сумарних 

дисбалансів рівні нулю – 0z , 0z , 

021  zz ss . Стійкість основних рухів будемо 
досліджувати за цими узагальненим 
координатам. 

3. Оцінка стійкості основних рухів в 
нульовому наближенні. Покладемо в 
рівняннях (2) 0~~

21  mm : 

0,0
~

22   jjzjjzj LsbsL , /2,1/ j . 

(3) 
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З рівнянь (3) випливає, що в нульовому 
наближенні сумарні дисбаланси jzs , 

/2,1/ j  дуже швидко прямують до певних 

сталих значень – jzjz ss  . Швидкість 

прямування характеризують безрозмірні числа 

2
)0(
8,71

)0(
6,5

)0(
4,1

~
,

~
,0 bb  . 

Після встановлення руху по змінним jzs , 

/2,1/ j  рівняння (1) приймуть вигляд 

 

0,0)(~~~~~
121

22
1   LsskDbkDbDL zzzxzxzxzxz


, 

0,0)~~(~~~~~~
22211

22
2   LszszkDbDCDbDL zzzxzxzzzz i .    (4) 

 
Рівняння (4) описують рух роторної 

системи при фіксованих дисбалансах ротора. 
Оцінимо встановлений при цьому рух і 
тривалість протікання перехідних процесів. 

За умови, що однорідна система, яка 

відповідає рівнянням (4), стійка, з часом рух 
корпусу і ротора встановляться, тому похідні 
від zz  ,  дорівнюватимуть 0 і вказані 
рівняння приймуть вигляд: 

 

0,0)(~)~~~
()~~~~( 121

22
1   LssbkbkL zzzxxzxx

ii , 

0,0)~~(~]~~
1)~1(~[)~~~

( 22211
22

2   LszszbCbkL zzzzxx
ii .     (5) 

Визначник системи (5) рівний 

 
2224

~~
~~

]
~~~

)~1(
~

1[~)~1(~
xxxxxb kkbbbCkC  

}
~~

2
~~~

]
~

)~1(
~

[~{~ 2
  xxxxx bkkbbbCbi . 

При 0~~ b  система (5) вироджується – отримуємо резонансні швидкості 2,1
~  або 1

~  

(див. [13]), а при 0~~ 
b  з (5) знаходимо 

  
 2

1
2~~

2 )]~~~(~~~1)~1(~[/~
j jzjxjxbz sbzbzkC 

i , 

  
 2

1
2~~

2 )]~~~(~~~)~~[(/~
j jzxjxxjxbz sbzbkzk 

i . 

 
4. Оцінка стійкості основних рухів в 

першому наближенні. 
4.1. Перше наближення. На усталений 

не зрівноважений рух ротора почнуть повільно 

реагувати КВ. Підставивши z


, z


 в (2), 
отримаємо диференціальні рівняння, які 
описують відповідну повільну зміну сумарних 
дисбалансів роторної системи: 

 

0)(~~~ 4
2  


ijepGGmsbsL jjjjjzjjzj , 02  jL , /2,1/ j ,                  (6) 

де bzjzjj sgsgG ~~2211 /)(


 ,   ]1
~

)~~(
~~~[)~~~1(~

21212121

2
, xjjxjjjjjj kzzkzzzzCg  

]
~~

)~~(
~~~[~

2121  bbzzbzz xjjxjji , /2,1,,/ 21 jjj . 

Характеристичне рівняння системи (6) можна записати у вигляді 

0

1//
1//

//1
//1

22111222122

22111221112

22122212111

22121221211













Xepggggep
epXggepgg
ggggpXp
ggpggpX

ii

ii ,              (7) 
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де 2
4

~~
2 /,2,1/),~~/()

~
( 


jgmbX jjjbjj . 

При відсутності сил опору в опорах ( 0b ) маємо 

]1
~

)~~(
~~~[)~~~1(~

21212121

2
,  xjjxjjjjjj kzzkzzzzCg , /2,1,/ 21 jj , 

224
~~~

~~
)]~1(

~
1[~)~1(~


 xxxb kkCkC  

і визначник (7) в розгорнутому вигляді приймає вигляд 

 )]cos1(2[2)(2 21211
2
22

2
12121

2
2

2
1 ppgXXXXXXXXXX  

0)1())(1(2 21
2

1221  gXXg ,                                  (8) 

де 2211
2
12/ gggg  , /2,1/,1 2  jp jj . 

Шукаємо перше наближення коренів 
4,1

 : 

 )1(
4,14,1    при     2211

~~,~~ mmmm .                                     (9) 

Підставивши (9) в (8) отримаємо рівняння для визначення )1(
4,1

x : 

0)( 43
2

2
3

1
4

0  AxAxAxAxAxf ,                                   (10) 

де 21212
2
21

2
122110 )]cos1(2[2),(2,1   aappgaaAaaAA , 

0)1(),()1(2 21
22

2
2
142211213   gaaAaaaagA ,                       (11) 

/2,1/,/~~
/~

~
4   jbgma jjjjj . 

 
4.2. Умови асимптотичної стійкості 

в першому наближенні. Необхідні умови 
стійкості коренів рівняння (10) мають вигляд 

0iA  /4,0/ i  або враховуючи (11) і те, 

що )/()~~(1 2211~
2

21 ggzzg  : 
 















.0
~~

)]
~

1(
~

1[~)
~

1(~
/,2,1/,01)~1(~~~2)

~~(~)~(
224

~

222

xxx

xjxjjjj

kkCkC

jCkzkzzfg
                (12) 

Достатні умови стійкості - критерій Рауса-Гурвіца: 

030212  AAAA ,    04
2
1

2
303213  AAAAAAA .                         (13) 

В розгорнутому вигляді визначники 32 ,   приймають вигляд 

  ])cos1(2)[{(2 21212
2
21

2
1212 aappgaaaa  

)]}4()4()[1( 221121   aagaa , 

  ])cos1(2)[)({()1(4 21212
2
21

2
1221121213 ppagaaaaaaaaag  

]})2)(()1(4)[1( 2
2

2
12

2
21

2
1

2
2

2
12121 ppaappaagaa   .              (14) 

 
При виконанні необхідних умов (12) 

слідує, що всі множники в (14) невід’ємні і 
02  , 03  . Тобто умови Рауса-Гурвіца 

(13) виконуються. 
Таким чином, умови (12) є необхідними і 

достатніми умовами асимптотичної стійкості 

розв’язків рівняння (10). 
4.3. Дослідження необхідних умов 

асимптотичної стійкості. Для функцій 

)~( jzf , /2,1/ j  в (12) маємо 
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0]1)~1(~)[
~~(

~
det ~

222   Ckk xxf   і   ~
24 /]1)~1(~[~)0( Cf , 

 
тому перша нерівність в (12) виконується при 

0~1 C  і )~1/(1~~ 2
3

2 C . 

Друга нерівність виконується на області 
),~()~,0(~

21   , де 2,1
~  визначені в 

[13]. Так як 
 

)~1(
~

1
~

)~1(4)]~1(
~

1[~~ 222
3

2
2,1 CkkCCk xxx   , 

 
то 231

~~~   і роторна система є стійкою 

при 2
2

2 ~~  . 
Отже, роторну систему на піддатливих 

опорах можна зрівноважити динамічно двома 
АБ тільки у випадку, якщо складений ротор 
довгий, і на зарезонансних швидкостях. 

4.4. Оцінка коренів 
характеристичного рівняння. Корені 
характеристичного рівняння (10) неможливо 
знайти в явному вигляді. Проведемо їх оцінку. 
Для цього запишемо (10) у вигляді 

4 3 * 2
0 1 2 3 4 1( , ) ( ),f x A x A x A x A x A f x      

  (15) 

де 212
2
21

2
1

*
2 )2(2   aagaaA ,  

2
21211 2)( xaapgpxf  , 

]1;1[cos  . 

На області стійкості 0)(1 xf , тому 

функція ),( xf  монотонна по параметру   і 

корені 
4,1

x  рівняння (15) розташовані між 

коренями )1(
4,1x  і )2(

4,1x  рівнянь, відповідно 

0)1,(),( 1  xfxf   і 

0)1,(),( 2  xfxf .             (16) 
Корені рівнянь (16) рівні 

 

2/]4)([ )(
2

)(
121

2)(
22

)(
11

)(
22

)(
11

)(
4,1

qqqqqqq PPagaPaPaPaPax   , /2,1/ q ,    (17) 

 

де 0)1(1 )1()(  
j

qjq
j pP  , /2,1,/ qj . (18) 

Подвійні знаки у виразах (17) і (18) не 
пов’язані між собою. 

З (9), (17) слідує, що корені 
4,1

  

розташовані між значеннями )(
4,1
q , /2,1/ q : 

( ) ( ) ( )
1 1 2 21,4

( ) ( ) 2 ( ) ( )
1 1 2 2 1 2 1 2

[

( ) 4 ]/ 2

q q q

q q q q

a P a P

a P a P ga a P P

    

  
, 

/2,1/ q ,                         (19) 

де /2,1/,/~~
/~

~
4   jbgma jjjjj . 

Параметри jp , /2,1/ j  в (19) для 

більше 2-ох КВ в АБ є випадковими величинами 
і при фіксованих значеннях масо-інерційних 
параметрів роторної системи можуть приймати 
будь-які значення на області ]1;0[ . Для інших 

параметрів - jjjjxx zbmpkkC ~,~,~,,~,~,~,~
 , 

/2,1/ j , можна проводити дослідження їх 
впливу на величину коренів (19), а, значить, і - 
на тривалість протікання перехідних процесів. 

 
5. Висновки. 
 
Проведені дослідження роторної системи 

на податливих опорах з двома АБ дозволяють 
зробити наступні висновки. 

1) Система рівнянь, що описують рух 
роторної системи, залежить від шістнадцяти 
незалежних безрозмірних параметрів. 

2) Отримані необхідні умови 
асимптотичної стійкості роторної системи з 
точністю до границь є достатніми. 

3) Роторну систему можна врівноважити 
динамічно двома АБ тільки у випадку довгого 
складеного ротора. При цьому ротор має дві 
резонансні швидкості і автобалансування 
настає на зарезонансних швидкостях. 

4) Тривалість протікання перехідних 
процесів залежить від десяти безрозмірних 
параметром. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ РОТОРА 

В КОРПУСЕ НА ПОДАТЛИВЫХ ОПОРАХ, 
ДИНАМИЧЕСКИ УРАВНОВЕШИВАЕМОГО 

ДВУМЯ АВТОБАЛАНСИРАМИ 
 

Аннотация. Исследована роторная 
система, в которой ротор помещен с 
возможностью вращения вокруг собственной 
продольной оси в корпус на податливых 
опорах и уравновешивается динамически 
двумя автобалансирами со многими 
корригирующими грузами. Получена 
замкнутая система дифференциальных 
уравнений относительно минимального 
количества переменных, описывающих 
процесс автобалансировки роторной 
системы. Полученная система состоит из 
восьми уравнений и зависит от шестнадцати 
безразмерных параметров. Проведено 
исследование полученных уравнений на 
асимптотическую устойчивость - получены и 
исследованы необходимые и достаточные 
условия асимптотической устойчивости. 
Найдены резонансные скорости и области 
устойчивости - уравновесить можно только 

длинный условный составной ротор, который 
образуют ротор и корпусом, на 
зарезонансных скоростях. Получены 
выражения, в которые входит десять 
безразмерных параметров и которые 
позволяют исследовать зависимость 
длительности переходных процессов от 
параметров роторной системы. 

Ключевые слова: ротор, дисбаланс, 
автобалансир, устойчивость, переходные 
процессы. 

 
RESEARCH OF STABILITY OF ROTOR THAT 
DYNAMICALLY IS COUNTERBALANCED BY 

TWO AUTO-BALANCERS, IN CORPS ON 
PLIABLE SUPPORTS 

 
Annotation. The rotor system, in that the 

rotor is placed in corps on pliable supports with 
possibility of rotation around on its longitudinal axis 
with many corrective weights, is researched. The 
closed system of differential equations relatively of 
the minimal numbers of variables, that describes 
the process of auto-balancing of the rotor system, 
is obtained. This system is consist with eight 
equations and is depended of sixteen 
dimensionless parameters. The resonance speeds 
and regions of stability are found - the long 
conditional composite rotor which form the rotor 
and corps on high resonant speeds is can balance 
only. The expressions, which include ten 
dimensionless parameters and which allow us to 
study the dependence of the duration transients of 
the system parameters are obtained. 

Key words: rotor, unbalance, 
autobalancing, stability, transient processes. 

 


