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Вступ 

 

 В роботі [1] розпочато створення аналітичної теорії багатокульових 

(багатомаятникових) автобалансирів, зокрема для різних фізичних моделей 

ротора і АБП, виведені диференціальні рівняння руху системи, визначені 

кількість і умови існування усталених рухів системи ротор – АБП, для 

дисбалансів, які може зрівноважити АБП досліджена стійкість основних 

рухів – рухів, у яких ротор зрівноважений і відсутнє відхилення вала від 

осі обертання.   

 В цій роботі досліджується стійкість побічних рухів – у яких ротор 

не зрівноважений, і у випадку великих дисбалансів, які не може 

зрівноважити АБП, досліджується стійкість основного руху – у якому КВ 

максимально відхилені у легкий бік ротора і цим зменшують дисбаланс 

ротора.  Побічні усталені рухи розглядаються двох типів.  У перших – КВ 

обертаються синхронно разом з ротором.  Ці рухи загальновідомі і при 

дослідженні динаміки АБП з двома КВ традиційно вивчається саме їх 

стійкість [2-4].  Другі побічні рухи уперше експериментально відкриті для 

маятникових АБП, що зрівноважують горизонтально розташований ротор 

в роботі [5], а для кульових АБП, що зрівноважують вертикально 

розташований ротор – у роботі [6].  В цих рухах КВ майже рівномірно 

обертаються відносно землі із швидкістю, близькою до резонансної 

швидкості обертання ротора, а повздовжня вісь ротора рухається по 

гіпоциклоїді, що утворена прямою прецесією з цією частотою і прямою 

нутацією з частотою обертання ротора.  Теоретично ці рухи досліджені для 

двохкульових (двохмаятникових) АБП у роботі [7].  В цій роботі 

розглядається більш загальний випадок – багатокульових 

(багатомаятникових) АБП з однаковими КВ. 
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1. Дослідження стійкості побічних рухів, у яких КВ обертаються 

синхронно з ротором. 

 

1.1. Одержання рівнянь першого наближення 

 

 У випадку АБП з n однаковими КВ диференційні рівняння руху 

системи мають вигляд [1]: 

/;,1/],22[
~ 22 njesRsiRsesRsiRsRihR jj ii

mjjj
  

022 22
1 RiRssiRsHsRsiRsRn  , 

12 nn RR ,   
n

j

i je
n

e
1

0

1
.                                                                        (1) 

Для стаціонарних побічних рухів, знайдених у роботі [1], вводимо 

збурення і збурений рух 

/;,1/,1,~ njk jjjjjj  

.1,,~,~ xxxssxss                                (2) 

 Лініаризуємо диференціальні рівняння руху.  Розглянемо 

xsxs  , ; 

/,1/,11,, njieeeee j
ikiikii

jjjj
jjjj ; 

n

j
j

ki
n

j
j

ik jj

n
ikeeeie

n
e

1
0

1
0 1

1
11

1
.       (3) 

Введемо нову узагальнену координату 

.1
1

1

n

j
j

k j

n
                                                (4) 

Тоді 

 iii ieieikeee ,,0 ,                                   (5) 

і останні два рівняння системи (1) перетворяться до вигляду: 
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,022 22
1 RiRiexxiRxHxRxiRxR i

n
  

.12 nn RR                                                                                                (6) 

Перетворюємо перші n рівнянь: 

./,1/,11~2

11~2
~

2

2

njeisxRxiRx

eisxRxiRxRihR

ik

j

ik

jmjjj

j

j




 

Остаточно для них одержуємо: 

j
ii

m

k

jjj esesRRhR j ~~~
1 2  

/,1/,022
~

1 22 njexRxiRxexRxiRxRi ii
m

k j  .     (7) 

Вводимо нові змінні і параметр 

.~~~2,, iiii esesvxieyxiey                               (8) 

Тоді лініаризовані диференціальні рівняння приймуть вигляд: 

/;,1/,0221

~21

22

2

njyRyiRyyRyiRyR

vRRhL

m

k

jm

k

jjj

j

j




 

,022 22
1 RiRyyiRyHyRyiRyLn

  

12 nn LL .                                                                                               (9) 

 Для подальшого дослідження стійкості розглянемо різні випадки. 

 

1.2. Випадок, коли КВ відхилені у один бік 

 

 У рухах 12,0 nk   всі КВ відповідно відхилені у важкий і легкий 

бік ротора: 

1:12;0:0 j
n

j kkkk .                                  (10) 

Введемо у розглядання нові змінні 

/1,1/, njjnj .                                      (11) 

Тоді перші n рівнянь системи (9) перетворяться до вигляду: 
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 /;1,1/,0~21 2 njvRRhLL jm

k

jjjn
  

 
k

m

n

j
j

k

vRRhL
n

1~~
2

1 2

1

  

yRyiRyyRyiRyRm
22 22  .                   (12) 

З перших (n ) рівнянь знаходимо таку необхідну умову асимптотичної 

стійкості побічного руху 

0~:12;0~:0.0~1 vkvkv nk
.                       (13) 

Звідки випливає, що побічний рух 0k  може бути стійким при 0~v , а 

рух 12nk  - при 0~v . 

 1. Розглянемо випадок відсутності сил опору: .0,Hh  

В цьому випадку [1]: 

2

0
2

2

0
2

1

1
12~,

1

1
0~

R

eR
v

R

eR
v n .                           (14) 

У випадку 0k  побічний рух може бути стійким тільки на дорезонансних 

швидкостях: .1R   У випадку 12nk  необхідна умова стійкості 

приймає вигляд 

.0
1

1
2

0
2

R

eR
                                           (15) 

Звідки одержуємо, що рух може бути стійким при виконанні однієї з двох 

таких умов стійкості 

1,1;1,1 00 eReR .                               (16) 

Таким чином, побічний рух 1,12 0ek n  може бути стійким тільки на 

дорезонансних швидкостях, а основний рух при великих дисбалансах 

1,12 0ek n  – на зарезонансних швидкостях. 
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 2. Випадок наявності сил опору.  В цьому випадку [1] 

2

0
2

2

0
2

1

~cos
)12(~,

1

~cos
)0(~

R

eR
v

R

eR
v n .               (17) 

Розглядаємо можливі варіанти. 

 2.1. Випадок, коли 10e . Тоді існують швидкості [1] 

21

0

2
0

2
0

22
0

21 10,
2

114
RR

e

eHeHe
R


,            (18) 

такі, що для руху :0k  

,1RR  ;0~v      ,2RR  0~v .                        (19) 

Звідки випливає, що побічний рух 0k  за умови існування може бути 

стійким тільки на дорезонансних швидкостях. 

 Для руху 12nk : 

,0~
1 vRR      0~

2 vRR .                          (20) 

Звідки випливає, що цей рух за умови існування може бути стійким тільки 

на дорезонансних швидкостях. 

 2.2. Випадок, коли 10e .  У цьому випадку: 

- для руху 0k   

0~,1;0~,1 vRvR ; 

- для 12nk   

0~,1;0~,1 vRvR .                             (21) 

Таким чином, побічний рух 0k  10e  може бути стійким тільки на 

дорезонансних швидкостях, а основний рух 12nk  10e  - на 

зарезонансних. 

 Для одержання додаткових умов стійкості (нестійкості) 

використовуємо останні два рівняння в системі (9) і останнє рівняння в 

системі (12).  Введемо коефіцієнти 
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2

13

2

11 ,1 iRaiRHiRa , 

vRRha m
~~

2 22
33 .                                     (22) 

Тоді характеристичне рівняння визначається таким визначником 

00

0
2
1311

2
1311331111

331313

1311

1311

aaaaRaaa

aaRaR

aa

aa

D m

mm

.        (23) 

Характеристичне рівняння у явному вигляді 

,001
2

2
3

3
4

4
5

5
6

6 aaaaaaa  

11
~
2 2222222

0 RRRHRvRRa m , 

2222222
1 312

~
21 RvRRRHRHRha m , 

,126
~
212

~
21 2222222222

2 RhHRRRHRRRvRHRa mm  

,21
~

22 22
3 hHhHhHvRHRa m  

,2
~

121̀
~

12 2
4 hHHRvRRa mm   

,
~

125 hRHa m    mRa
~
216 .                                                                 (24) 

 Обмежимося розгляданням випадку відсутності сил опору 0,Hh .  

У цьому випадку характеристичне рівняння (24) приймає вигляд 

,002
2

4
3

6 ayayaya  

,11
~
2 2222

0 RvRRRRa m  

,6
~
21

~
41 222222

2 RRRRRRvRa mm  

,
~

121
~

12 2
4 mm RvRRa     mRa

~
216 ,                                (25) 

Відхилення вала v~  визначається рівняннями (14).  Тоді коефіцієнт 0a  

приймає вигляд: 

,1
~
2 0

24
0 eRRRa m                                          (26) 
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де верхній знак відповідає руху 0k , а нижній - 12nk .  Для стійкості 

руху необхідно, щоб всі коефіцієнти були додатними.  Звідки видно, що 

рух 0k  може бути стійким тільки на дорезонансних швидкостях і 

нестійкий на зарезонансних, а рух 12nk  - навпаки.  

 З врахуванням попередніх умов стійкості, побічний рух 

112 0ek n  завжди нестійкий.  Досліджуємо стійкість основного 

руху 112 0ek n .  Для нього решта коефіцієнтів: 

,
1

632122
1

2

2
0

4
0

2
22

2
R

ReReRR
Ra m  

1

12
112

2

4
02

4
R

ReR
RRa m

m ,   mRa 216 ,                        (27) 

Видно, що якщо 10e , то коефіцієнти додатні, що відповідає необхідній 

умові стійкості руху.  Позначимо 

22 , yRx .                                            (28) 

Тоді характеристичне рівняння (25) прийме вигляд 

001
2

2
3

3 bybybyb , 

,12 22
00 xxeRb m    ,6321221 0

2
0

3
1 xexexRxb m  

,12112 2
0

2
2 xeRxRb mm    1213 xRb m .                        (29) 

У некритичному випадку у полінома (29) всі корені від’ємні.  Умова, що 

всі корені від’ємні [8]: 

/;3,0/,0 ibi  

0418274det 3
203210

2
3

2
03

3
1

2
2

2
1 bbbbbbbbbbbb .               (30) 

Аналізуємо першу групу рівнянь.  Якщо 1x , то 0,, 320 bbb , що 

відповідає стійкості.  Подамо 1b  у вигляді 

]14116121[21 000

23

1 exeexxRxb m .             (31) 
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Звідки видно, що .01,1 10 bex  Таким чином перша група умов 

виконується. 

 Останню умову в (30) можна подати у вигляді 

...]53882518[116116det 0
2

0
358

mRxexexxxxx  (32) 

Звідки видно, що ,0det  якщо .1mR  

 Останню умову в (30) можна подати і в такому вигляді 

94
012116det xeRm  

...]172338[12116 8
0

22

0 xeRReR mmm                            (33) 

Звідки видно, що ,0det  якщо 1x  (ротор швидко обертається: 1R ). 

 

1.3. Випадок, коли КВ відхилені у різні боки 

 

 Коли КВ відхилені у різні боки  qp kknqp :,...,2,1, . 

 Нехай m  КВ відхилені у важкий бік ротора, а mn  - у легкий.  

Введемо нові змінні: 

mn

j
q

m

j
s jj nn 11

1
,

1
,                                (34) 

де 

/,1/,1:,...,2,1/;,1/,0:,...,2,1 mnjknqmjkns
jj qjsj .    (35) 

Тоді 

.                                                   (36) 

Перетворюємо диференціальне рівняння руху (9) до вигляду: 

,022~2 222

1

yRyiRyyRyiRyR
n

m
vRRh

n

L

mm

m

j

s j   

022~2 222

1

yRyiRyyRyiRyR
n

mn
vRRh

n

L

mm

mn

j

q j  . 
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Розглянемо 

12
2

11
1

1
1

111 n

m

n

nm

n

mnm

nn
ke

mn

j

m

j

n

j

k j . 

Тоді  

2

1
1;

2

1 ke

n

m

n

mnke

n

m
,                         (37) 

і перетворені диференціальні рівняння приймають вигляд: 

,022
2

1~2 222
1 yRyiRyyRyiRyR

ke
vRRhS mm

  

,022
2

1~2 222
2 yRyiRyyRyiRyR

ke
vRRhS mm

  

yyiRyHyRyiRyS  2
3 2  

,0]22[ 22 RiRRiR       34 SS .                         (38) 

Розглянемо різні випадки. 

 1. Випадок, коли в різні боки відхилені принаймні по 2 КВ. 

Виділяємо два КВ, відхилених у важкий бік 0qp kk  і два КВ – у легкий 

.0sr kk   Вводимо нові змінні 

.; krrsqppq                                  (39) 

Розглянемо 

,0~2 2
pqmpqpqqp vRRhLL   

.0~2 2
rsmrsrssr vRRhLL                               (40) 

Останні два диференціальні рівняння дають взаємновиключні умови 

стійкості 

0~,0 vv


, 

із чого заключаємо, що такі побічні рухи завжди нестійкі. 

 2. Випадок, коли тільки один КВ відхилений у протилежний бік по 

відношенню до всіх інших. 
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1) Якщо більшість КВ відхилена у важкий бік, то необхідна умова 

стійкості 0~v  дає ,1RR  тобто ротор повинен обертатися з 

дорезонансною швидкістю. 

2) Якщо більшість КВ відхилена у легкий бік, то необхідна умова 0~v  

дає:  

- якщо ,0 kee  то ;1RR  

- якщо ,0 kee  то 1R , 

тобто рух може бути стійким на дорезонансних швидкостях для малих 

дисбалансів, або на зарезонансних - для великих.  Це аналоги умов (21). 

 Для системи рівнянь (38) характеристичне рівняння приймає вигляд: 

441313

331313

131311

131311

0
~

2

1~

2

1

0
~

2

1~

2

1

0

0

aaR
ke

aR
ke

aaR
ke

aR
ke

aaa

aaa

D

mm

mm
. 

Або, якщо розкрити визначник 

011
2

~

4433
2
1311

2
131144331111 keakeaaaaa

R
aaaaD m ,  (41) 

де 1311, aa  з (22), а 

vRRhavRRha mm
~~

2,~
~
2 22

44
22

33 .                 (42) 

Оскільки 

,... 8
80 bbD  

mkm RbReeReb 21,...,4 8
2

000 ,                          (43) 

то умова стійкості має вигляд 000 keee , звідки знаходимо 

0eek ,   0ke .                                           (44) 

Якщо умова виконується, то рух може бути стійким на дорезонансних 

швидкостях.   Якщо ,0 kee  то рух нестійкий. 
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 Розглядаємо випадок 0eek , 0ke .  Запишемо коефіцієнти 

характеристичного рівняння при відсутності сил опору: 

,4 82
000 RReeea mk  

,12232221
1

2 24
0

6
00

32

22

4

2 ReReeReeeeRR
R

RR
a kkkkm

m  

,
1

122
621

22

0
44

0
42

2222
4

R

eReReeRR
RRRRa kkm

m  

,
1

4
112

2

42
02

6
R

RReee
RRa mkk
m    .218 mRa                              (45) 

Оскільки 0,0,1 0 kk eeeR  то 0,,, 8640 aaaa , що відповідає умові 

стійкості.  Введемо нову змінну 

xRxRx 110,1 22 .                                  (46) 

Тоді 

07412
12

0
2

00
3

2

2

2 xxexxeeeexRx
x

xR
a kkm

m  

оскільки 02a , то і цей рух нестійкий. 

 

2. Дослідження квазіперіодичних побічних рухів. 

 

2.1. Кількість і умови існування квазіперіодичних рухів 

 

 1. Перехід до рухомої системи координат, яка обертається з кутовою 

швидкістю .  Використовуємо диференціальні рівняння руху системи у 

вигляді [1]: 

/;,1/,0
2

~

njezez
RRi

RhM jjj iiJm

jjjj
  
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12
2

0
1

2
1 , nn

iR
n

j

i

jjjn MMeReeiezzHzM j .       (47) 

Перейдемо до системи координат, яка обертається зі сталою кутовою 

швидкістю : 

i
jj seznj /;,1/; .                               (48) 

Тоді 

/;,1/,, njjjjj   .2, 2 ii essiszesisz   (49) 

Перетворюємо систему (47) за алгоритмом 

i
nn

i
nnjj eMReMRnjMR 2211 ,/;,1/; .             (50) 

Одержуємо 

/;,1/,02

2
2

~

2

2

njessis

essis
RRi

RhR

j

jj

i

iJm

jjjj




 

ssisHssisRn  2
1 2  

12
2

0
1

22 ;2 nn
Ri

n

j

i

jjjj RReReeie j .      (51) 

Шукаємо усталені рухи, у яких КВ обертаються відносно землі із сталою 

кутовою швидкістю : 

0;
~~,~/;,1/,~ 0essssnjjj .                        (52) 

- сталі величини.  Тоді рівняння (51) приймуть вигляд: 

/;,1/,0
~~~ ~~

2 njesesiRRhR jj ii

mjjj  

12
1

~
22

1

~~
,01

~
nn

n

j

i

jn RReesiHR j .               (53) 

Видно, що такі рухи можуть виникати, якщо 00e . 

 У подальшому будемо розглядати випадок однакових КВ.  Система 

(53) приймає вигляд: 
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/;,1/,0
~~~ ~~

2 njesesiRRhR jj ii

mj  

12
1

~2
2

1

~~
,0~1

~
nn

n

j

i

n RRe
n

siHR j .               (54) 

Шукаємо розв’язок системи (54) у вигляді 

./,1/,~ njj                                          (55) 

Тоді система (54) перетворюється до вигляду 

/;,1/,0
~~~ 2 njesesiRRhR ii

mj  

12
22

1

~~
,0~1

~
nn

i
n RResiHR .                    (56) 

З останніх двох рівнянь системи (56) знаходимо 

iH

e
s

iH

e
s

ii

2

2

2

2

1

~
,

1

~ .                          (57) 

Тоді з перших n  рівнянь системи (56) знаходимо 

/,1/,0
11

~
2

2

2

2
2 nj

iHiH
iRRhR mj , 

або 

./,1/,0
1

2~

2222

5

nj
H

HR
RhR m

j  

Звідси отримуємо таке рівняння для визначення : 

012)( 22225 HRhHRP m .              (58) 

Кожному дійсному  - розв’язку рівняння (58) буде відповідати однопара-

метрична сім’я усталених рухів вигляду (55), (57), що залежить від 

параметру .  Зробимо попередній аналіз коренів полінома (58).  Оскільки 

0)(,0)(0 PRP ,  )1(2)1( 2 RhHHRP m , 

то: всі дійсні корені рівняння (58) лежать у відкритому інтервалі ),0( R ; 

якщо 0)1(P , то принаймні один корінь 1.  З умови, що 0)1(P  

знаходимо: 
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hH

R
RRR m2

1, *
1

*
1 .                                   (59) 

При виконанні умови (59) принаймні один корінь полінома (58) буде 

меншим за 1. 

 Знайдемо наближено корені полінома (58) у граничних випадках.  

Для цього розкладемо корені за степенями малих параметрів і залишимо 

тільки дійсні корені. 

 1. У випадку малих сил зовнішнього опору 1H  у рівняння (58) 

три дійсних кореня 

22

5

32/1
)1(

2
,

1
1

Rh

RR
R

Rh

HR mm .                    (60) 

Видно, що дійсні 2/1  існують тільки на зарезонансних швидкостях 

обертання ротора (  - дійсне для 1R ). 

 2. У випадку малих сил внутрішнього опору 1h  у рівняння (58) 

єдиний дійсний корінь і він менший за 1: 

5
1

2 HR

hR

m

.                                           (61) 

 3. У випадку, коли маса КВ набагато менша маси ротора 1mR  у 

рівняння (58) єдиний дійсний корінь, близький до R : 

])1[(

2
2222

5

3
RHRh

RHR
R m .                                (62) 

 4. У випадку, коли ротор швидко обертається 1R  у рівняння (58) 

єдиний дійсний корінь, близький до R : 

HRh

hR

m2
3 .                                          (63) 
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2.2. Стійкість квазіперіодичних рухів 

 

 Досліджуємо стійкість квазіперіодичних рухів.  Введемо збурений 

рух 

1,
~

,~,1, xxssxssjjj .                     (64) 

Перетворюємо диференціальні рівняння руху (51).  Розглянемо 

j
it

j
iiii

ieeieeee jjj 1,1 .                     (65) 

Перетворюємо перші n  рівнянь в (51): 

.01
~

2

1~2

2

2

j
i

j
i

mjjj

iesxxix

iesxxixiRRhhR




 

Залишаємо величини першого порядку малості: 

j
ii

mjjj esesRhR
~~2  

/,1/,022 22 njexxixexxixiR ii
m

 .        (66) 

Перетворюємо останні два рівняння в (51): 

.,0~~

12
1

22

12
2

1

22
1

nn

n

j

i
jjjn

RRssiHs

eii
n

xxixHxxixR 
 

Або остаточно: 

 xxixHxxixRn 22 2
1   

12
1

2 ,02 nn

n

j
jjj

i

RRii
n

e  .                     (67) 

 Розглянемо 

2222

22

2

2

2

2

1

12

11

~~

HiHiH
eses ii . 

Тоді система (66) перетворюється до вигляду: 
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2222

24

1

12

H

R
hR

jm
jjj

  

/,1/,022 22 njexxixexxixiR ii
m

 .         (68) 

Зробимо попередньо оцінку стійкості, використовуючи систему рівнянь 

(68).  Розглянемо 

/1,1/,,0
1

12

2222

24

nj
H

R
hRR jnnj

jm
njnjjn
 .   (69) 

З системи рівнянь (69) видно, що для 1 квазіперіодичний рух 

нестійкий, а для 1 - може бути асимптотично стійким: 

1,                                                    (70) 

- необхідна умова асимптотичної стійкості.  З врахуванням розв’язків 

рівняння (58) і умов їх існування заключаємо, що розглядувані рухи 

можуть існувати і бути стійкими тільки у випадку малих сил опору, на 

зарезонансних швидкостях, менших за *
1R  з (59). 

 Введемо нову змінну 

n

j
j

n 1

1
.                                              (71) 

Тоді 

2222

24

1 1

12

H

R
h

n

R
m

jj

n

j

j   

                  ,022 22 ii
m exxixexxixiR   

,0222 22
1

 iiexxixHxxixR i
n  

.12 nn RR                                                                                                      (72) 

Введемо у розглядання коефіцієнти 

,,1
2

13
2

11 iaiHia  
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vRh
H

R
ha m

m ~

1

12 2

2222

24
2

33 .                (73) 

Тоді характеристичне рівняння (останніх) трьох рівнянь (72) задається 

визначником: 

331313

1311

1311

0

0

aaeiRaeiR

aiea

aiea

D
i

m
i

m

i

i

 

02
1311

2
1311331111 aaaaRaaa m .                           (74) 

Можна перевірити, що 00D  і характеристичне рівняння у явному 

вигляді має вигляд: 

,01
2

2
3

3
4

4
5

5 bbbbbbD  

422222
0 3121 vHRRHhb m , 

222222222
1 6212121 vHRhHRHb m , 

222
2 2212 hHHvRHhb m , 

hHHvRRb mm 2112 2
3 , 

mm RbhRHb 21,12 54 .                                                                 (75) 

Відповідно до критерію Рауса-Гурвіца умови асимптотичної стійкості 

(від’ємності дійсних частин характеристичного рівняння (75)) мають 

вигляд: 

0,0,0/;5,0/,0 432ibi ,                            (76) 

де 

135

024

135

024

4

24

135

024

3

35

24

2

0

0

0

0

,

0

,

bbb

bbb

bbb

bbb

bb

bbb

bbb

bb

bb
. 



 19 

Якщо врахувати, що 0v , то перша група умов в (76) виконується. 

Перевіримо другу групу умов.  Покладаємо, що 0v  і 12 . 

2222222
2 11]221[2]12[ hvRRRRHhRv mmmmm  

32 1222 HRRhH mm .                                                           (77) 

З (77) видно, що 02  - умова виконується. 

 У практично важливих випадках, у яких можуть існувати побічні 

рухи, у яких   

1,~,, mRHh .                                    (78) 

Залишимо у виразах для  43,  складові найбільшої величини щодо :  

0)1(16,0)]61(8[2 222
4

4222
3 HhHH .     (79) 

З додатності 43,  випливає, що побічний рух, у якому , 

асимптотично стійкий у області власного існування. 

 

2.3. Вигляд квазіперіодичних рухів 

 

 Розглянуті побічні рухи є періодичними.  Коли з’являється 

дисбаланс ( 00e ), вони породжують квазіперіодичні рухи.  Знайдемо 

наближено ці рухи, вважаючи, що дисбаланс малий ( 00e ).  

 Використовуємо диференціальні рівняння руху (47).  У нульовому 

наближенні 

/,1/, njj .                                   (80) 

Підстановка кутів j  у останні два рівняння системи (47) перетворює їх до 

вигляду 

12
2

0
)(2

1 , nn
iRi

n MMeReezzHzM  .         (81) 

Частинними розв’язками цих двох рівнянь є 
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z
iHRR

eRe

iH

e
z

iRi

,
2121 2

2
0

2

)(2

.                       (82) 

Рівняння (80) і (82) є наближеним виразом деякого квазіперіодичного руху.  

У цього руху можуть бути і інші складові, але оскільки в системі є сили 

опору, то всі інші складові цього руху будуть з часом згасати і залишаться 

тільки ці складові.   

 Для практичного використання достатньо наближеного розв’язку 

(80), (82).  Для одержання наступних наближень можна скористатися 

методом малого параметра, чи іншим асимптотичним методом [9].  

 Для невеликих дисбалансів умови існування і стійкості 

квазіперіодичних рухів співпадають з такими для побічних рухів у випадку 

відсутності дисбалансу. 

 Таким чином: 

- при невеликих дисбалансах існує і стійке однопараметричне сімейство 

квазіперіодичних рухів, у яких кулі (маятники) притиснуті одна до 

одної й обертаються навколо повздовжньої осі ротора в напрямку 

обертання ротора з частотою , меншою за резонансну ( ), а 

повздовжня  вісь ротора рухається по гіпоциклоїді, що утворена сумою 

двох рухів: “повільної” прецесії з частотою ; “швидкої” нутації з 

частотою, рівною швидкості обертання ротора R ; 

- квазіперіодичні рухи - періодичні, якщо відношення частоти нутації до 

частоти прецесії – раціональне число, або неперіодичні, якщо – 

нераціональне; 

- для працездатності АБП додатково необхідно, щоб квазіперіодичні рухи 

були нестійкі, або не існували. 
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Висновки 

 

1) Стаціонарний побічний рух 0k  - у якому КВ відхилені у важкий бік 

ротора, може бути стійкий тільки на дорезонансних швидкостях 

обертання ротора ( 1R ), але за умови існування, а на зарезонансних 

швидкостях - нестійкий; 

2) решта стаціонарних побічних рухів завжди нестійка; 

3) основний рух 1,12 0ek n , у якому КВ відхилені у легкий бік 

ротора і не можуть зрівноважити великий дисбаланс - стійкий на 

зарезонансних швидкостях обертання ротора принаймні у випадках, 

коли: 

- ефективна маса КВ набагато менша маси ротора 1mR ; 

- коли ротор швидко обертається 1R . 

4) серед усіх усталених побічних квазіперіодичних рухів асимптотично 

стійкий тільки той, у якому КВ обертаються відносно землі із 

швидкістю, меншою за резонансну; 

5) цей рух існує на зарезонансних швидкостях обертання ротора 1R , 

менших за *
1R  з (59). 
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