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Передмова 
 

 Технічна (теоретична) механіка – загальнонаукова дисципліна, яка 

займає важливе місце в вузівській програмі фундаментальної 

підготовки спеціалістів. Її розділи “Статика”, ”Кінематика” і ”Дина-

міка” – відносно самостійні частини курсу, які використовується для 

вивчення багатьох предметів. 

 Необхідною умовою успішного оволодіння курсом є виконання 

індивідуальних домашніх завдань. Задачі треба розв’язувати на протязі 

семестру відразу після розгляду відповідної теми на лекціях, чи 

практичних заняттях. 

 Поточний контроль відбувається шляхом розв’язання типових 

задач курсу на контрольних і самостійних роботах, які проводяться 

після закінчення відповідних розділів. У посібнику сформульовані 

типові багатоваріантні задачі та приведені приклади їх розв’язання. 

 Посібник відповідає діючій робочій програмі з теоретичної 

механіки, призначений для студентів електротехнічних спеціальностей 

і може бути використаний як в навчальному процесі, так і в інженерній 

практиці. 

 Дані для розрахунків брати до кожної задачі згідно номеру 

варіанту, який видає викладач. Наприклад: 

37 

Останній цифрі 7 відповідає номер рисунка, а передостанній 5 – номер 

рядку в таблиці вихідних розрахункових даних. 

 Зауваження: 

- роботи, виконані не за варіантом, або несамостійно не 

зараховуються; 

- допускається видача інших варіантів лектором, або викладачем, 

що проводить практичні заняття – на першій лекції, або на 

першому практичному занятті. 

 Задача К1 повинна підтверджуватись розрахунками в середовищі 

Mathcad. 
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Задача К1 – кінематика точки 
 

1.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Точка М рухається у площині Oxy (рис. К1.0 – 

К1.9, табл. К1; траєкторія точки на рисунках показана умовно). Закон 

руху точки заданий рівняннями: x=f1(t) та y=f2(t), де x  та y  виражені в 

сантиметрах, t – в секундах. Залежність x=f1(t) вказана на рис. К1.0 – 

К1.9, а залежність y=f2(t) – в табл. К1 (для рис. 0–2 – в стовпці 2, для 

рис. 3–6 – в стовпці 3, рис. 7–9 – в стовпці 4). 

 Знайти рівняння траєкторії руху точки. Для моменту часу t1=1 с 

визначити: 

 1) положення точки на траєкторії; 

 2) швидкість точки та зобразити її графічно; 

 3) пришвидшення точки координатним способом та зобразити 

його графічно; 

 4) пришвидшення точки натуральним способом та зобразити його 

графічно; 

 5) радіус кривини траєкторії та зобразити його графічно. 
 

 

Рис. К1.0 
 

Рис. К1.1 
 

Рис. К1.2 

 

 

Рис. К1.3 

 

 

Рис. К1.4 

 

 

Рис. К1.5 

 

 

Рис. К1.6 

 

 

Рис. К1.7 
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Рис. К1.8 
 

Рис. К1.9 

 

Таблиця К1 

Номер 

умови 

y=f2(t) 

Рис. 0–2 Рис. 3–6 Рис. 7–9 

1 2 3 4 

0 






 

6
sin12

t
 22

2
+t  







 

6
cos4

t
 

1 






 
−

3
cos6

t
 







 

4
sin8

t
 







 

6
cos6

2 t
 

2 






 
−

6
sin3

2 t
 2

)2( t+  






 

3
cos4

t
 

3 






 

6
sin9

t
 3

2t  






 

6
cos10

t
 

4 






 

3
cos3

t
 







 

4
cos2

t
 







 
−

6
cos4

2 t
 

5 






 

6
sin10

t
 2

32 t−  






 

3
cos12

t
 

6 






 

6
sin6

2 t
 







 

4
sin2

t
 







 
−

6
cos3

t
 

7 






 
−

6
sin2

t
 3

)1( +t  






 
−

3
cos8

t
 

8 






 

3
cos9

t
 3

2 t−  






 

6
cos9

t
 

9 






 
−

6
sin8

t
 







 

4
cos4

t
 







 
−

3
cos6

t
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1.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Задача К1 відноситься до кінематики точки. При розв’язанні зада-

чі скористатися координатним та натуральним способом визначення 

швидкості та пришвидшення точки. В задачі всі шукані величини 

необхідно визначати тільки для моменту часу t1=1 с. В деяких варіан-

тах задачі К1 при визначенні рівняння траєкторії руху точки або при 

подальших розрахунках (для їх спрощення) слід врахувати відомі із 

тригонометрії формули: 

1cos2sin212cos
22

−=−= ,  = cossin22sin . 
 

1.3. Приклад розв’язання задачі К1 
 

 Умова задачі. Рівняння руху точки М мають вигляд: 

5
6

sin10 +






 
= tx ,  10

6
cos20 −







 
= ty , 

де x, y – в сантиметрах, t – в секундах. 

 Знайти рівняння траєкторії руху точки. Для моменту часу t1=1 с 

визначити: 

 1) положення точки на траєкторії; 

 2) швидкість точки та зобразити її графічно; 

 3) пришвидшення точки координатним способом та зобразити 

його графічно; 

 4) пришвидшення точки натуральним способом та зобразити його 

графічно; 

 5) радіус кривини траєкторії та зобразити його графічно. 
 

Розв'язок 
 

 1. Знаходимо рівняння траєкторії руху точки та будуємо гра-

фік траєкторії її руху. Визначаємо та показуємо положення точки 

на траєкторії в момент часу t1. 

 Закон руху точки у координатній формі має вигляд: 

5
6

sin10 +






 
=

t
x ,   10

6
cos20 −







 
= ty . 

Одночасно це рівняння її траєкторії руху у параметричному вигляді, де 

параметром є час ),0[ +t . 

 Для визначення рівняння траєкторії руху точки у явному 

вигляді, виключимо з рівнянь руху час t. Скористаємося 

тригонометричною тотожністю 

1sincos
22

=+ ,  де  6/t= .                           (1) 
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З рівнянь руху знаходимо вирази відповідних функцій: 

10

5
sin

6
sin

−
==







  x
t ,  

20

10
cos

6
cos

+
==







  y
t .                (2) 

Підставляючи (2) в (1), отримаємо рівняння траєкторії руху точки: 

1
20

10

10

5
22

=






 +
+







 − yx
.                                   (3) 

Рівняння (3) – це рівняння еліпса з півосями вздовж осі x – 10 см, 

вздовж осі y – 20 см. Центр еліпса має координати C(5; –10). Вико-

ристовуючи рівняння траєкторії (3) виконуємо її побудову (рис. К1а). 

При побудові обираємо такий масштаб відстаней, щоб на схемі було 

все добре видно. 

 Знайдемо координати точки на траєкторії. Для цього, підставимо в 

рівняння руху час t1, матимемо: 

1055,01051
6

sin10 =+=+










=x  см; 

32,710866,020101
6

cos20 =−=−










=y  см. 

Отже, маємо точку М з координатами M(10; 7,32). 

 Перевірка 1: підставимо в рівняння (3) координату точки x=10 см 

та визначимо з нього координату y: 

1
20

10

10

510
22

=






 +
+







 − y
, 

звідки отримуємо, що y=7,32 см. 

 2. Визначаємо швидкість точки (координатний спосіб) та зоб-

ражаємо її графічно. 

 Швидкість точки знайдемо по її проекціям на координатні осі. 

Проекції швидкості мають вигляд: 








 
=








+






 
== tt

dt

d

dt

dx
vx

6
cos

3

5
5

6
sin10 ; 








 
−=








−






 
== tt

dt

d

dt

dy
vy

6
sin

3

10
10

6
cos20 .                 (4) 

Підставляючи час t1 у вирази (4), матимемо: 

53,4866,0236,51
6

cos
3

14,35
1 ==











=xv  см/с; 

( ) 236,55,047,101
6

sin
3

14,310
1 −=−=











−=yv  см/с. 
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Модуль швидкості 

( ) ( ) 92,6236,553,4
222

1
2
11 =−+=+= yx vvv  см/с.               (5) 

Обираємо масштаб для швидкостей 1:2=v , і зображаємо їх графічно 

(рис. К1а), причому так, щоб на схемі було все добре видно. Проекції 

швидкості v1x та v1y відкладаємо у обраному масштабі відповідно 

вздовж осі x та y, враховуючи при цьому їх напрямок з вказаними 

осями. Якщо проекції швидкості v1x та v1y мають знак „+”, то їх 

направляємо в додатній бік осей, якщо знак „-” – в протилежний бік. 

 Перевірка 2: вектор швидкості v


 спрямований по дотичній  до 

траєкторії точки. 

 3. Визначаємо пришвидшення точки (координатний спосіб) та 

зображаємо його графічно. 

 Пришвидшення точки знайдемо по його проекціям на координатні 

осі. Проекції пришвидшення мають вигляд: 








 
−=















 
== tt

dt

d

dt

dx
ax

6
sin

18

5

6
cos

3

5
2

; 








 
−=















 
−== tt

dt

d

dt

dy
a y

6
cos

9

5

6
sin

3

10
2

.                 (6) 

Підставляючи час t1 у вирази (6), матимемо: 

( )
( ) 37,15,074,21

6
sin

18

14,35
2

1 −=−=










−=xa  см/с2; 

( )
( ) 75,4866,048,51

6
cos

9

14,35
2

1 −=−=










−=ya  см/с2. 

Модуль пришвидшення 

( ) ( ) 94,475,437,1
222

1
2
11 =−+−=+= yx aaa  см/с2.              (7) 

Обираємо масштаб для пришвидшень 1:4=a , і зображаємо їх 

графічно (рис. К1а), причому так, щоб на схемі було все добре видно. 

Проекції пришвидшень a1x та a1y відкладаємо у обраному масштабі 

відповідно вздовж осі x та y, враховуючи при цьому їх напрямок з 

вказаними осями. Якщо проекції пришвидшень a1x та a1y мають знак 

„+”, то їх направляємо в додатній бік осей, якщо знак „-” – в 

протилежний бік. 

 Перевірка 3: вектор пришвидшення 1a


 знаходиться з того ж 

боку, що і крива відносно дотичної . 

 4. Визначаємо пришвидшення точки (натуральний спосіб) та 

зображаємо їх графічно. 
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 Дотичне пришвидшення знайдемо за формулою: 




+
===

v

avav
a

v

v
aa

yyxx



.                               (8) 

 

 

Рис. К1а 
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Враховуючи, що v=v1=v, матимемо при t1: 

7,292,6/)]75,4()236,5()37,1(53,4[1 =−−+−=a  см/с2. 

Так як дотичне пришвидшення додатне, то його спрямовуємо в той же 

бік, що і вектор швидкості (якщо a1<0, то в протилежний бік). 

 Нормальне пришвидшення знайдемо з формули: 

( ) ( ) 13,47,294,4
222

1
2
11 =−=−= aaa n  см/с2. 

Нормальне пришвидшення розташовується з того ж боку, що і крива 

відносно дотичної , на перпендикулярі (нормалі n) опущеному на 

дотичну в точці М. Обираємо масштаб для пришвидшень 1:4=a , і 

зображаємо їх графічно (рис. К1а), причому так, щоб на схемі було все 

добре видно. 

 Перевірка 4: пришвидшення точки М, яке є діагоналлю прямо-

кутника побудованого на сторонах a1x та a1y, співпадає з діагоналлю 

прямокутника побудованого на сторонах a1 та a1n. 

 5. Визначаємо радіус кривини траєкторії та зображаємо його 

графічно. При t1: 

( )
6,11

13,4

92,6
2

1

2
1

1 ===
na

v
 см. 

У масштабі відстаней, у напрямку нормального пришвидшення, 

вздовж нормалі n, відкладаємо радіус кривини. 

 

 Відповідь: v1=6,92 см/с, a1=4,94 см/с2, a1=2,7 см/с2, a1n=4,13 см/с2, 

1=11,6 см. 
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1.4. Документ MathCad для розв’язання задачі К1 
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Задача К2 – плоскопаралельний рух абсолютно твердого 
тіла 

 

2.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Плоский механізм складається із ланок 1, 2, 3, 4 і 

повзуна В або Е (рис. К2.0 – К2.7), або із ланок 1, 2, 3 і повзунів В і Е 

(рис. К2.8, К2.9), з’єднаних один з одним і з нерухомими опорами О1, 

О2 шарнірами; точка D знаходиться посередині ланки АВ. Довжини 

ланок рівні відповідно l1=0,4 м, l2=1,2 м, l3=1,4 м, l4=0,6 м. Положення 

механізму визначається кутами α, β, γ, φ, θ. Значення цих кутів та 

інших заданих величин вказані в табл. К2а (для рис. К2.0 – К2.4), або в 

табл. К2б (для рис. К2.5 – К2.9); при цьому в табл. К2а ω1 і ω4 – 

величини сталі. 

 Дугові стрілки на рисунках показують те, як повинні відкладатися 

відповідні кути при побудові креслення механізму (за ходом чи проти 

ходу стрілки годинника). Побудову креслення слід розпочинати із 

ланки, напрямок якої визначається кутом α; повзун з направляючими 

(рис. К2.10а) для наочності показати так, як показано на рис. К2.10б. 

 Задані кутову швидкість і кутове пришвидшення вважати 

направленими проти годинникової стрілки, а задані швидкість vB і 

пришвидшення аВ – від точки В до b (на рис. К2.5 – К2.9). 

 Знайти: величини вказані в стовпчику “Знайти”. 
 

 
Рис. К2.0 

 

 
Рис. К2.1 

 
Рис. К2.2  

Рис. К2.3 
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Рис. К2.4 

 

 
Рис. К2.5 

 

 
Рис. К2.6 

 

 
Рис. К2.7 

 

 
Рис. К2.8 

 
Рис. К2.9 

   Рис. К2.10а 
   Рис. К2.10б 

 

2.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Задача К2 – на дослідження плоскопаралельного руху твердого 

тіла. При її розв’язанні для визначення швидкостей точок механізму і 

кутових швидкостей його ланок необхідно скористатися теоремою про 

проекції швидкостей двох точок тіла і поняттям про миттєвий центр 

швидкостей, застосовуючи дану теорему до кожної ланки механізму 

окремо. Побудову схеми швидкостей розпочинаємо з ланки механізму 

для якої задана швидкість (наприклад, або кутова швидкість однієї з 

ланок, або лінійна швидкість повзуна). 
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 При визначенні пришвидшення точок механізму необхідно 

використовувати векторну рівність 
n
BABAAB aaaa


++=


, де А – точка, 

пришвидшення Aa


 якої або задано, або безпосередньо визначається по 

умові задачі (якщо точка А рухається по дузі кола, то 
n
AAA aaa


+=


); В 

– точка, пришвидшення Ba


 якої потрібно визначити (у випадку, коли 

точка В теж рухається по дузі кола, необхідно дивитися примітку в 

кінці розглянутого нижче прикладу К2). 
 

Таблиця К2а (до рис. К2.0 – К2.4) 

Н
о

м
ер

 у
м

о
в
и

 Кути, град Дано Знайти 

α β γ φ θ 

ω
1
, 

1
/с

 

ω
4
, 

1
/с

 

v,
 т

о
ч

о
к
 

ω
, 

л
ан

к
и

 

а
, 

то
ч

к
и

 

ε,
 л

ан
к
и

 

0 0 60 30 0 120 6 -- B, Е DE B 

AB 

1 90 120 150 0 30 -- 4 А, Е AB A 

2 30 60 30 0 120 5 -- B, Е AB B 

3 60 150 150 90 30 -- 5 А, Е DE A 

4 30 30 60 0 150 4 -- D, Е AB B 

5 90 120 120 90 60 -- 6 А, Е AB A 

6 90 150 120 90 30 3 -- B, Е DE B 

7 0 60 60 0 120 -- 2 А, Е DE A 

8 60 150 120 90 30 2 -- D, Е AB B 

9 30 120 150 0 60 -- 8 А, Е DE A 

 

Таблиця К2б (до рис. К2.5 – К2.9) 

Н
о

м
ер

 у
м

о
в
и

 Кути, град Дано Знайти 

α β γ φ θ 

ω
1
, 

1
/с

 

ε 1
, 

1
/с

2
 

v B
, 

м
/с

 

а
В
, 

м
/с

2
 

v,
 т

о
ч

о
к
 

ω
, 

л
ан

к
и

 

а
, 

то
ч

к
и

 

ε,
 л

ан
к
и

 

0 120 30 30 90 150 2 4 -- -- B, Е DE B 

AB 

1 0 60 90 0 120 -- -- 4 6 А, Е AB A 

2 60 150 30 90 30 3 5 -- -- B, Е AB B 

3 0 150 30 0 60 -- -- 6 8 А, Е DE A 

4 30 120 120 0 60 4 6 -- -- D, Е AB B 

5 90 120 90 90 60 -- -- 8 3 А, Е AB A 

6 0 150 90 0 120 5 8 -- -- B, Е DE B 

7 30 120 30 0 60 -- -- 2 5 А, Е DE A 

8 90 120 120 90 150 6 10 -- -- D, Е AB B 

9 60 60 60 90 30 -- -- 5 4 А, Е DE A 
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2.3. Приклад розв’язання задачі К2 
 

 Умова задачі.  Плоский механізм (рис. К2а) складається із ланок 

1, 2, 3, 4 і повзуна В, з'єднаних один з одним і з нерухомими опорами 

О1 і О2 шарнірами. 

 Дано: =600, =1500, =900, =300, =300, AD=DB, l1=0,4 м, l2=1,2 

м, l3=1,4 м, l4=0,6 м, 1=2 рад/с, 1=7 рад/с2. 

 Знайти: швидкості vB, vE і 2; пришвидшення 3 і aB. 
 

Розв'язок 
 

 1. Будуємо схему для швидкостей (рис. К2б). Будуємо положен-

ня механізму у відповідності із заданими кутами розпочинаючи з 

ланки, напрямок якої визначається кутом α. 
 

 
Рис. К2а 

 
Рис. К2б 

 

Побудову схеми швидкостей розпочнемо з першої ланки механізма 

(для якої задана кутова швидкість 1). Швидкість Av


 направлена в 

сторону повороту і так, що AOvA 1⊥


. Розглядаючи сусідню ланку 3, 

знайдемо спочатку напрямок швидкості точки В (вектор швидкості Bv


 

паралельний напрявляючим по яким рухається повзун. Для цього 

будуємо миттєвий центр швидкостей (МЦШ) ланки АВ – це точка C3, 

що лежить на перетині перпендикулярів до швидкості Av


 і напрямній 

вздовж якої рухається повзун, проведених із точок А і В. Враховуючи 

напрямок швидкості Av


, кутова швидкість обертання ланки 3 3, буде 

направлена проти ходу стрілки годинника. Вектори Bv


 і Dv


 направ-

лені в сторону повороту ланки АВ, причому DCvD 3⊥


. 



 18 

 Розглянемо ланку 2. Так як точка Е належить одночасно ланці 4, 

що обертається навколо О2, то EOvE 2⊥


. Тоді, провівши перпендику-

ляри з точок Е і D до швидкостей Ev


 і Dv


, побудуємо МЦШ С2 ланки 

2. По напрямку вектора Dv


 визначаємо напрямок повороту ланки 2 

навколо центра С2. Вектор Ev


 направлений в сторону поворота цієї 

ланки. 

 2. Знаходимо швидкості. З рис. К2б отримуємо, що: 

8,04,0211 === lvA  м/с. 

 Для знаходження швидкості точки В використаємо теорему про 

проекції швидкостей двох точок тіла на пряму, що з’єднує ці точки 

(пряма АВ), тоді 
00

30cos60cos BA vv = , 

звідки 

462,0
866,0

5,08,0

30cos

60cos

0

0

=


== A
B

v
v  м/с. 

 Величину vD знайдемо з пропорції: 

BC

v

DC

v BD

33

= .                                            (1) 

Знайдемо C3D і C3B. Розглядаючи AC3B знайдемо, що  

7,05,030sin
0

3 ==== BDABABBC  м, 

21,1866,04,130cos
0

3 == ABAC  м. 

Тоді BC3D є рівностороннім трикутником і C3B=C3D. З рівності (1) 

отримуємо, що 462,0== BD vv  м/с. 

 Знайдемо кутову швидкість 3: 

66,0
21,1

8,0

3

3 ==
AC

vA  рад/с. 

 Величину vE знайдемо з пропорції: 

DC

v

EC

v DE

22

= .                                            (2) 

Знайдемо C2D і C2E. З рис. К2б видно, що C2ED=C2DE=300 і  

693,030cos/5,0
0

222 == lDCEC  м. 

З рівності (2) отримуємо, що 462,0== DE vv  м/с. 

 З рис. К2б знайдемо, що  

667,0
693,0

462,0

2

2 ==
DC

vD  рад/с. 
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 3. Будуємо схему для пришвидшень (рис. К2в). Так як ланки 2 і 

4 не використовуються при проведені розрахунків, то їх на рис. К2в не 

показано. 

 Пришвидшення точки В ланки 3, яка здійснює плоскопаралельний 

рух, має вигляд: 

BAAB aaa


+= .                                            (3) 

Враховуючи, що точка В одночасно належить повзуну, який рухається 

поступально, вектор Ba


 паралельний направляючим повзуна. Тоді рів-

ність (3) можна подати так: 
n
BABA

n
AAB aaaaa


+++=


.                                   (4) 

Вектор 
n
Aa


 направлений вздовж 1AO , 


Aa


 - перпендикулярно 1AO . 

Зображаємо на кресленні вектори 
n
BAa


 (вздовж ВА від В до А) і 


BAa


 (в 

будь-яку сторону перпендикулярно ВА). 
 

 

Рис. К2в 

 

 4. Визначаємо пришвидшення точки В. Знайдемо пришвид-

шення 

Aa


, 

n
Aa


, 

n
BAa


: 

8,24,0711 ===
 la A  м/с2;   6,14,02

2
1

2
1 === la n

A  м/с2; 

61,04,166,0
2

3
2
3 == la n

BA  м/с2. 

Для знаходження невідомих пришвидшень Ba


, 

BAa


 скористаємося 

методом проекцій. Для цього введемо координатні осі x та y і спроек-

туємо на них векторне рівняння (4) (рис. К2в), матимемо: 

x: 
n
BA

n
AAB aaaa +−=

 000
30cos60cos30cos ; 

y: 


++=− BA
n
AAB aaaa 000

30sin60sin30sin .                    (5) 

Розв’язуємо отриману систему рівнянь (5) відносно невідомих Ba


, 


BAa


. З першого рівняння системи (5), знайдемо: 
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=
+−

=



0

00

30cos

30cos60cos
n
BA

n
AA

B

aaa
a 72,0

866,0

61,0866,06,15,08,2


+−
 м/с2. 

 Так як 0Ba , то вектор Ba


 направлений так як показано на рис. 

К2в. Розв’яжемо друге рівняння системи (5), отримаємо: 

=−−−=
 000

30sin60sin30sin
n
AABBA aaaa  

585,35,06,1866,08,25,072,0 −−−−=  м/с2. 

Знак “–” вказує, що напрямок 
BAa


 протилежний показаному на рис. 

К3в. З рівності 33laBA =
  отримаємо: 

56,2
4,1

585,3

3

3 ==



l

aBA

 рад/с2. 

 Відповідь: 462,0=Bv  м/с; 462,0=Ev  м/с; 667,02 =  рад/с; 

72,0=Ba  м/с2; 56,23 =  рад/с2. 

 Примітка. Якщо точка В, пришвидшення якої визначається, руха-

ється не прямолінійно (наприклад, як на рис. К2.0 – К2.4, де точка В 

рухається по колу радіуса BO2 ), то напрямок Ba


 наперед невідомий. 

В цьому випадку Ba


 також слід подати двома складовими 

(
n
BBB aaa


+=


) і вихідне рівняння (8) набуде вигляду: 

n
BABA

n
AA

n
BB aaaaaa


+++=+


.                               (6) 

При цьому вектор 
n
Ba


 буде направлений вздовж 2BO , а вектор 


Ba


 - 

перпендикулярно 2BO  в будь-яку сторону. Числові значення 

Aa , 

n
Aa  і 

n
BAa  визначаються так, як в розглядуваному прикладі (причому по 

умові задачі може бути, що 0=

Aa  або 0=

n
Aa , якщо точка А рухаєть-

ся прямолінійно). 

 Значення 
n
Ba  також обчислюється по формулі: lvva BB

n
B //

22
== , 

де l – радіус кола O2B. Після цього в рівності (6) залишаються 

невідомими тільки значення 

Ba  і 


BAa  і вони, як і в розглядуваному 

прикладі, знаходяться проектуванням обох частин рівності (6) на дві 

осі. Знайшовши 

Ba , можемо обчислити шукане пришвидшення 

22
)()(

n
BBB aaa +=


. 

Величина 

BAa  використовується для знаходження AB . 
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Задача К3 – складний рух матеріальної точки 
 

3.1. Умова задачі, розрахункові дані 
 

 Умова задачі. Прямокутна пластина (рис. К3.0 – К3.4) або кругла 

пластина радіуса R=60 см (рис. К3.5 – К3.9) обертається навколо неру-

хомої осі по закону =f1(t), заданному в табл. К3. Додатній напрямок 

відліку кута φ показано на рисунках дуговою стрілкою. На рис. К3.0 – 

К3.2, К3.5, К3.6 вісь обертання перпендикулярна площині пластини і 

проходить через точку О (пластинка обертається в своїй площині); на 

рис. К3.3, К3.4, К3.7 – К3.9 вісь обертання ОО1 лежить в площині 

пластини (пластина обертається у просторі). 

 По пластині вздовж прямої ВD (рис. К3.0 – К3.4) або по колу ра-

діуса R (рис. К3.5 – К3.9) рухається точка М; закон її відносного руху, 

тобто залежність s=f2(t) (s виражено в сантиметрах, t – в секундах), 

заданий в таблиці К3 окремо для рис. К3.0 – К3.4 і для рис. К3.5 – 

К3.9. На рисунках точка М показана в положені, при якому s>0 (при 

s<0 точка М знаходиться по іншу сторону від точки А). 

 Знайти: абсолютну швидкість та абсолютне пришвидшення 

точки М в момент часу t1=1 с. 
 

 
 

Рис. К3.0 

 

 
 

Рис. К3.1 

 

 
 

Рис. К3.2 

 

 
 

Рис. К3.3 

 
 

Рис. К3.4 

 
 

Рис. К3.5 
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Рис. К3.6 

 

 
 

Рис. К3.7 

 

 
 

Рис. К3.8  
Рис. К3.9 

 

Таблиця К3 

Н
о

м
ер

 

у
м

о
в
и

 

=f1(t), 

рад 

Рис. К3.0 – К3.4 Рис. К3.5 – К3.9 

b, 

см 

== AMs  

)(2 tf= , см 
l, 

см 
==



AMs  

)(2 tf= , см 

0 4(t2–t) 12 50(3t–t2)–64 R R(4t2–2t3)/3 

1 3t2–8t 16 40(3t2–t4)–32 4R/3 R(2t2–t3)/2 

2 6t3–12t2 10 80(t2–t)+40 R R(2t2–1)/3 

3 t2–2t3 16 60(t4–3t2)+56 R R(3t–t2)/6 

4 10t2–5t3 8 80(2t2–t3)–48 R R(t3–2t)/3 

5 2(t2–t)  20 60(t3–2t2) R R(t3–2t)/6 

6 5t–4t2 12 40(t2–3t)+32 3R/4 R(t3–2t2)/2 

7 15t–3t3 8 60(t–t3)+24 R R(t–5t2)/6 

8 2t3–11t 10 50(t3–t)–30 R R(3t2–t)/3 

9 6t2–3t3 20 40(t–2t3)–40 4R/3 R(t–2t2)/2 
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3.2. Методичні рекомендації до розв’язання задачі 
 

 Задача К3 – на складний рух точки. Для її розв’язання скориста-

ємося теоремами про складання швидкостей і про складання пришвид-

шень. Перед тим, як виконувати всі розрахунки, слід по умові задачі 

визначити, де знаходиться точка М на пластині в момент часу t1=1 с, і 

показати точку саме в цьому положенні (а не в довільному, яке пока-

зане на рисунках до задачі). 

 У випадках, що відносяться до рис. К3.5 – К3.9, при розв’язанні 

задачі не підставляти числового значення R, поки не буде визначене 

положення точки М в момент часу t1=1 с і кут між радіусами СМ і СА в 

цей момент. 
 

3.3. Приклад розв’язання задачі К3а (складний рух точки у 
просторі) 

 

 Умова задачі. Пластинка KDABE обертається у просторі навколо 

нерухомої осі ОО1, яка лежить у площині пластинки, за законом =f1(t) 

(додатній напрямок відліку кута  показано на рис. К3а дуговою 

стрілкою). Відносно пластинки по колу радіуса R рухається точка М за 

законом s=f2(t) (додатній напрямок відліку s – від А до М). 

 Дано: R=0,7 м; =2t2–5t; 






 
==



3
cos

3

tR
AMs  (φ – в радіанах, s – 

в метрах, t – в секундах). 

 Знайти: абсолютну швидкість та абсолютне пришвидшення точки 

М в момент часу t1=1 с. 
 

 

Рис. К3а 
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Розв'язок 
 

 1. Визначимо швидкості при відносному і переносному русі 

точки М (рис. К3б). 

 Будемо розглядати рух точки М, як складний. Тоді рух точки по 

колу будемо називати відносним рухом (пластинка при цьому умовно 

нерухома), а рух точки разом з пластинкою – переносним рухом (при 

цьому точка і пластинка обертаються, як одне жорстке ціле). 

 Спочатку визначаємо положення точки М на траєкторії. При t1 

матимемо: 

0
63

cos
3




=






 
=

RR
s  м. 

Кут =ACM=s/R=/6 (рис. К3б). Так як s>0, то відлік АМ співпадає із 

вказаним на рисунку. Покажемо положення точки М на траєкторії при 

=/6 (рис. К3б). 

 Швидкість точки М при її відносному русі має вигляд: 








 
−=


















 
==

3
sin

93
cos

3

2
tRtR

svr
 . 

При t1, матимемо  

( )
664,0866,0

9

7,014,3
2

−=


−=rv  м/с. 

Знак “–” вказує на те, що вектор rv


 направлений в протилежну сторо-

ну зміни дугової координати s  по дотичній до траєкторії точки при її 

відносному русі. 

 Швидкість точки М при її переносному русі має вигляд: 

rve = , 

де 

( ) 5452
2

−=


−== ttt ;  +== cos2 RRNMr . 

При t1  

1514 −=−=  рад/с;  2866,07,07,02 =+=r  м; 

221 =−== rve  м/с. 

Знак “–” вказує на те, що напрямок кутової швидкості  буде проти-

лежний напрямку додатнього відліку кута повороту пластинки . Век-

тор ev


 перпендикулярний площині пластинки і направлений в сторону 

кутової швидкості. 

 2. Знайдемо абсолютну швидкість точки М. Абсолютна швид-

кість точки М має вигляд: 
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rea vvv


+= . 

Так як вектори ev


 і rv


 взаємно перпендикулярні, то тоді 

( ) 1,2664,02
2222
=−+=+= rea vvv  м/с. 

 

 

Рис. К3б 

 

 3. Визначимо пришвидшення переносного і відносного руху 

точки М та пришвидшення Коріоліса. Так як у відносному русі точка 

М здійснює рух по колу (рис. К3б), то її пришвидшення при 

відносному русі має вигляд: 
до
r

об
rr aaa


+= , 

де  








 
−=





















 
−==

3
cos

273
sin

9

32
tRtR

va r
об
r

 , 






 
==

3
sin

81

2
42

tR

R

v
a rдо

r . 

При t1, матимемо  

( )
4,05,0

27

7,014,3
3

−=


−=
об
ra  м/с2; 

( )
63,0866,0

81

7,014,3 2
4

=


=
до
ra  м/с2. 

Знак “–” вказує на те, що вектор 
об
ra


 направлений в протилежну сто-

рону зміни дугової координати s по дотичній до траєкторії точки при її 

відносному русі; вектор 
до
ra


 направлений до центра С кола. 

 Пришвидшення точки М при її переносному русі має вигляд: 
об
e

до
ee aaa +=


, 

де  

raдо
e

2
= ;  raоб

e = ;  ( ) 454 =


−== t  рад/с. 
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Напрямок кутового пришвидшення  співпадає з напрямком 

додатнього відліку кута . При t1  

( ) 221
2

=−=
до
ea  м/с2;  824 ==

об
ea  м/с2. 

Вектор пришвидшення до
ea


 направлений по прямій MN  до осі 

обертання, а вектор 
об
ea


 – перпендикулярно площині пластинки і в 

сторону кутового пришвидшення. 

 Знайдемо пришвидшення Коріоліса. Так як кут між вектором rv


 і 

віссю обертання (вектором 


) рівний 300, то пришвидшення Коріоліса 

в момент часу t1 дорівнюватиме: 

664,05,01664,0230sin2
0

=−−== rc va  м/с2. 

Напрямок вектора ca


 знайдемо використовуючи правило Жуковсько-

го. Для цього вектор rv


 спроектуємо на площину перпендикулярну осі 

обертання (проекція буде направлена протилежно вектору 
до
ea


) і потім 

цю проекцію повертаємо на кут 900 в сторону , тобто за ходом 

стрілки годинника; в результаті отримаємо напрямок вектора 

пришвидшення Коріоліса. Вектор ca


 направлений так само, як і 

вектор ev


. 

 4. Знайдемо абсолютне пришвидшення точки М при її 

складному русі. За теоремою Коріоліса абсолютне пришвидшення 

точки М має вигляд: 

c
до
r

об
r

до
e

об
ea aaaaaa


++++= . 

Для визначення абсолютного пришвидшення проведемо координатні 

осі Mxyz і обчислимо його проекції на ці осі: 

336,78664,0 −=−=−=
об
ecax aaa  м/с2; 

34,22866,063,05,04,030cos30sin
00

−=−−−=−−=
до
e

до
r

об
ray aaaa  м/с2; 

976,063,0866,04,030cos
0

−=−−−=−−=
до
r

об
raz aaa  м/с2. 

Остаточно 

( ) ( ) ( ) 76,7976,034,2336,7
222222
=−+−+−=++= azayaxa aaaa  м/с2. 

 Відповідь: 1,2=av  м/с, 76,7=aa  м/с2. 
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3.4. Приклад розв’язання задачі К3б (складний рух точки у 
площині) 

 

 Умова задачі. Пластинка ODAB обертається навколо осі, що 

проходить через точку О перпендикулярно площині пластинки, за 

законом =f1(t) (додатній напрямок відліку кута  показано на рис. К3в 

дуговою стрілкою). Відносно пластинки по колу радіуса R рухається 

точка М за законом s=f2(t) (додатній напрямок відліку s – від А до М). 

 Дано: R=0,5 м; =t2–0,5t3; 






 
==



3
cos

t
RAMs  (φ – в радіанах, s 

– в метрах, t – в секундах). 

 Знайти: абсолютну швидкість та абсолютне пришвидшення точки 

М в момент часу t1=2 с. 
 

 

Рис. К3в 

 

Розв'язок 
 

 1. Визначимо швидкості при відносному і переносному русі 

точки М (рис. К3г). 

 Будемо розглядати рух точки М, як складний. Тоді рух точки по 

колу будемо називати відносним рухом (пластинка при цьому умовно 

нерухома), а рух точки разом з пластинкою – переносним рухом (при 

цьому точка і пластинка обертаються, як одне жорстке ціле). 

 Спочатку визначаємо положення точки М на траєкторії. При t1 

матимемо: 

0
23

2
cos 


−=







 
=

R
Rs  м. 

Кут =ACM=s/R=–/2 (рис. К3г). Так як s<0, то точка М буде розта-

шована по інший бік від точки А (рис. К3г). Покажемо положення 

точки М на траєкторії при =–/2 (рис. К3г). 
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 Швидкість точки М при її відносному русі має вигляд: 








 
−=


















 
==

3
sin

33
cos

2
tRt

Rsvr
 . 

При t1, матимемо  

( )
42,1

3

2
sin

3

5,014,3
2

−






 



−=rv  м/с. 

Знак “–” вказує на те, що вектор rv


 направлений в протилежну сторо-

ну зміни дугової координати s по дотичній до траєкторії точки при її 

відносному русі. 

 Швидкість точки М при її переносному русі має вигляд: 

rve = , 

де 

232
5,12)5,0( tttt −=


−==  ;  22ROMr == . 

При t1  

225,122
2

−=−=  рад/с;  414,125,02 =r  м; 

83,2414,12 −== rve  м/с. 

Знак “–” вказує на те, що напрямок кутової швидкості  буде проти-

лежний напрямку додатнього відліку кута повороту пластинки . Век-

тор ev


 направлений в сторону кутової швидкості і так, що 1OMve ⊥


. 

 2. Знайдемо абсолютну швидкість точки М. Абсолютна швид-

кість точки М має вигляд: 

rea vvv


+= . 

Для визначення абсолютної швидкості av


 проведемо координатні осі 

Mxy і обчислимо його проекції на ці осі: 

2707,083,245cos
0

−=−=−= eax vv  м/с; 

42,3707,083,242,145cos
0

=+=+= eray vvv  м/с2. 

Остаточно  

( ) 96,342,32
2222
=+−=+= ayaxa vvv  м/с2. 

 3. Визначимо пришвидшення переносного і відносного руху 

точки М та пришвидшення Коріоліса. 

 Так як у відносному русі точка М здійснює рух по колу (рис. К3г), 

то її пришвидшення у відносному русі має вигляд: 
до
r

об
rr aaa


+= , 

де  
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






 
−=





















 
−==

3
cos

93
sin

3

32
tRtR

va r
об
r

 , 






 
==

3
sin

9

2
42

tR

R

v
a rдо

r . 

При t1, матимемо  

( )
86,0

3

2
cos

9

5,014,3
3








 



−=

об
ra  м/с2; 

( )
06,4866,0

9

5,014,3 2
4




=
до
ra  м/с2. 

Знак “+” вказує на те, що вектор об
ra


 направлений в сторону зміни 

дугової координати s по дотичній до траєкторії точки при її віднос-

ному русі; вектор 
до
ra


 направлений до центра С кола. 

 

 

Рис. К3г 

 

 Пришвидшення точки М при її переносному русі має вигляд: 
об
e

до
ee aaa +=


, 

де  

raдо
e

2
= ;  ra

об
e = ;  ( ) ttt 325,12

2
−=


−==  . 

При t1  

4232 −=−=  рад/с2;  ( ) 656,5414,12
2

=−=
до
ea  м/с2; 

656,5414,14 ==
об
ea  м/с2. 

Знак “–” вказує на те, що напрямок кутового пришвидшення  буде 

протилежний напрямку додатнього відліку кута повороту пластинки . 



 30 

Вектор пришвидшення до
ea


 направлений по прямій OM1 до центра 

обертання – точки О, а вектор об
ea


 направлений в сторону кутового 

пришвидшення і так, що 1OMa об
e ⊥


. 

 Знайдемо пришвидшення Коріоліса. Так як кут між вектором rv


 і 

віссю обертання (вектором 


) рівний 900, то пришвидшення Коріоліса 

в момент часу t1 дорівнюватиме: 

68,5242,1290sin2
0

=−−== rc va  м/с2. 

Напрямок вектора ca


 знайдемо використовуючи правило Жуковсько-

го. Так як вектор rv


 знаходиться в площині перпендикулярній осі 

обертання, то повернемо його на кут 900 в сторону , тобто за ходом 

стрілки годинника; в результаті отримаємо напрямок вектора 

пришвидшення Коріоліса. Вектор ca


 направлений так само, як і 

вектор 
до
ra


. 

 4. Знайдемо абсолютне пришвидшення точки М при її склад-

ному русі. За теоремою Коріоліса абсолютне пришвидшення точки М 

має вигляд: 

c
до
r

об
r

до
e

об
ea aaaaaa


++++= . 

Для визначення абсолютного пришвидшення aa


 проведемо кординат-

ні осі Mxyz і визначимо його проекції на ці осі: 

=−++=
00

45cos45cos
об
e

до
ec

до
rax aaaaa  

74,9707,0656,5707,0656,568,506,4 =−++=  м/с2; 

=−+=
об
r

об
e

до
eay aaaa

00
45cos45cos  

14,786,0707,0656,5707,0656,5 −+=  м/с2. 

Остаточно 

08,1214,774,9
2222
+=+= ayaxa aaa  м/с2. 

 Відповідь: 96,3=av  м/с, 08,12=aa  м/с2. 
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